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Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ

1. Â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó ó÷àñòâîâà-
ëî 2n ïàðíåé è n äåâóøåê. Ê êîíöó òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî
÷èñëî ìàò÷åé, âûèãðàííûõ äåâóøêàìè, â 5

4 ðàç áîëüøå ÷åì
÷èñëî ìàò÷åé, âûèãðàííûõ ïàðíÿìè (íè÷üèõ áûòü íå ìîãëî).
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà äåëèòñÿ íà 9.

(Ì. Ïîïîâ)

Ðåøåíèå: Âñåãî ó÷àñòâîâàëî 3n ÷åëîâåê, ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî n ... 3. Ïàðíè ìåæäó ñîáîé ñûãðàëè
2n(2n− 1)

2
ìàò÷åé, äåâóøêè ìåæäó ñîáîé �

n(n− 1)

2
, à ìàò-

÷åé ïàðåíü-äåâóøêà áûëî ðîâíî 2n2. Ïóñòü m � ÷èñëî ìàò÷åé
ïàðåíü-äåâóøêà, â êîòîðûõ âûèãðàë ïàðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëî ìàò÷åé ïàðåíü-äåâóøêà, â êîòîðûõ âûèãðàëà äåâóøêà
áóäåò 2n2 −m.

Â èòîãå ïîëó÷àåì òàêîå ñîîòíîøåíèå
n(n−1)

2 + 2n2 −m
2n(2n−1)

2 +m
=

5

4
=⇒ 5n2 − n− 2m

4n2 − 2n + 2m
=

5

4
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

20n2 − 4n− 8m = 20n2 − 10n + 10m =⇒ n = 3m.

Ïîëó÷àåì n ... 3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

2. Ìîæíî ëè â ñëîâå ÈÍÍÎÏÎËÈÑ çàìåíèòü áóêâû öèôðàìè
(îäèíàêîâûå � îäèíàêîâûìè, ðàçíûå � ðàçíûìè) òàê, ÷òîáû
ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 1010? (Ì. Ïîïîâ)

Îòâåò: Íåëüçÿ.
Ðåøåíèå:Î÷åâèäíî, ÷òî áóêâà Ñ = 0, òàê êàê ÷èñëî 1010

äåëèòñÿ íà 10. Çàìåíèì ïîñëåäíþþ áóêâó íà íîëü è ïîäåëèì
íà 10. Îñòàâøååñÿ ÷èñëî ÈÍÍÎÏÎËÈ äåëèòñÿ íà 101, ïîýòî-
ìó çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà äâóõçíà÷íûõ ãðàíåé äåëèòñÿ íà
101. Ñëåäîâàòåëüíî,

ËÈ− ÏÎ+ ÍÎ− ÈÍ ... 101.

Òàê êàê âñå ýòè ÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿò 99, òî ìîäóëü ýòîé
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çíàêîïåðåìåííîé ñóììû íå ïðåâîñõîäèò 200, à ñëåäîâàòåëüíî,
îí ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî 0 èëè 101.

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ýòî âûðàæåíèå ïî ìîäóëþ 10

|ËÈ− ÏÎ+ ÍÎ− ÈÍ| = |10(Ë− Ï) + 9(Í− È)| ≡
≡ |9(Í− È)| ≡ |Í− È| (mod 10).

Òàê êàê ðàçíûå áóêâû ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì öèôðàì, òî èñ-
õîäíûé ìîäóëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí 0. Åñëè æå îí ðàâåí 101,
òî |Í− È| ≡ 1 (mod 10) èëè |Í− È| = 1. Íî òîãäà

101 = |ËÈ− ÏÎ+ ÍÎ− ÈÍ| 6 10|Ë− Ï| + 9|Í− È| =
= 10|Ë− Ï| + 9 6 99.

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò ðåøåíèé íåò. �

3. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà ABCD. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠BCA = ∠ACD è ∠CDA =
= ∠BAC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BCM = ∠ABD. (Ôîëüêëîð)

Ðåøåíèå:

Ïóñòü N � ñåðåäèíà ñòîðîíû AD. Òàê êàê ∠BCA = ∠ACD
è ∠BAC = ∠ADC, òî òðåóãîëüíèêè BAC è ADC ïîäîáíû
ïî äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñâóþùèå ìåäèàíû â
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ðàçáèâàþò ñîîòâåòñâóþùèå óãëû íà
ðàâíû ÷àñòè. Ïîýòîìó∠BCM = ∠ACN è∠ACM = ∠DCN .
Àíàëîãè÷íî, ∠ANC = ∠BMC, ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê
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MANC âïèñàííûé. Íî òîãäà∠AMN = ∠ACN . Òàê êàêMN
� ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABD, òî ïîëó÷àåì

∠ABD = ∠AMN = ∠ACN = ∠BCM.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

4. Òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ai, bi, ci), ãäå i = 1, 2, . . . , n óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ai + bi + ci = 2017 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n;
2) åñëè i 6= j, òî ai 6= aj, bi 6= bj è ci 6= cj.

×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå n? (Ì. Ïîïîâ)

Îòâåò: 1343.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

n∑
i=1

ai >
n∑
i=1

i =
n(n + 1)

2
.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî çàïèñûâàåì äëÿ ñóìì bi è ci. Ñêëà-
äûâàÿ òðè ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

3 · n(n + 1)

2
6

n∑
i=1

ai +

n∑
i=1

bi +

n∑
i=1

ci =

=

n∑
i=1

(ai + bi + ci) = 2017n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó

3(n + 1)

2
6 2017 =⇒ n 6 1343.

Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòà
îöåíêà (n = 1343)

ai bi ci
1 672 1344
2 673 1342
... ... ...

672 1343 2
673 1 1343
674 2 1341
... ... ...

1343 671 3
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5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ óãëà α èç ïðîìåæóòêà [0◦; 360◦] òàêèå,
÷òî ñèñòåìà y

3 > 3x2y,

(x− cosα)2 + (y − sinα)2 =
2−
√
3

4
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. (Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: α ∈ {15◦, 45◦, 135◦, 165◦, 255◦, 285◦}
Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî sin2 15◦ =
1− cos 30◦

2
=

2−
√
3

4
. Ïåðåïèøåì íà-

øó ñèñòåìó {
y(y −

√
3x)(y +

√
3x) > 0,

(x− cosα)2 + (y − sinα)2 = sin2 15◦.

Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó íåðàâåí-
ñòâó. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
(cosα; sinα) è ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå
ðàäèóñà sin 15◦, òî îíà äîëæíà èìåòü ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷-
êó ñ çàøòðèõîâàííîé îáëàñòüþ ((x − cosα)2 + (y − sinα)2 �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî òî÷êè (cosα; sinα)).

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà òàêîå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îäíîé èç ïðÿìûõ y = 0,
y =
√
3x èëè y = −

√
3x è ïîëíîñòüþ ëåæèò âíå øòðèõîâàííîé
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÷àñòè. Òàê êàê ðàäèóñ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ îêðóæíîñòåé
ðàâåí sin 15◦, òî êàñàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî äëÿ
α ∈ {15◦, 45◦, 135◦, 165◦, 255◦, 285◦}. �


