
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 17 äåêàáðÿ 2016ã.

11 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

arccos(cosx) =
πx

n
?

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿ y = arccos(cosx) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîìåæóòêå [0; π], ïðè-

÷åì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ π+2πk. À ôóíêöèÿ y = πx
n
ðàâíîìåðíî âîçðàñ-

òàåò, çíà÷åíèÿ [0; π] ïðèíèìàåò íà ïðîìåæóòêå [0;n].

Êîãäà π + 2πk < n < π + 2π(k + 1) ãðàôèêè èìåþò 2(k + 1) îáùèõ òî÷åê. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 642 642 636 646 644 648 652 652 642 650



2. (5 áàëëîâ) Èçâåñòíî, ÷òî

ÍÎÊ(a; b) = m.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü áîëüøèé èç äâóõ ÷èñåë a è b?

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî åñëè ÷èñëà a è b íå âçàèìíî ïðîñòû, òî ìîæíî ïîäåëèòü áîëü-

øåå èç íèõ íà èõ îáùèé äåëèòåëü. Ïîýòîìó â ïðèìåðå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ

íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ÍÎÄ(a; b) = 1. È, ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÊ(a; b) = ab = m. Îñòà-

ëîñü íàéòè êàíîíè÷åñêóþ çàïèñü ÷èñëà m è ïåðåáðàòü âîçìîæíûå âàðèàíòû ÷èñåë

a è b (èõ íå òàê óæ è ìíîãî). �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 196 56 108 135 504 324 392 180 160 80



3. (7 áàëëîâ) Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y > 1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

log2(x
c) · log2(ya) = log2(x

ad · ybc)− bd

Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå log2(x · y). ×èñëà b > a > 0 è d > c > 0.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

c log2 x · a log2 y = ad log2 x+ bc log2 y − bd

Ïåðåíåñåì âñå âëåâî è ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè

(a log2 x− b) · (c log2 y − d) = 0

Ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

1) x = 2
b
a è y > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

log2(x · y) = log2 x+ log2 y = log2(2
b
a ) + log2 1 =

b

a

2) x > 1 è y = 2
d
c . Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

log2(x · y) = log2 x+ log2 y = log2 1 + log2(2
d
c ) =

d

c
Îñòàëîñü ñðàâíèòü ýòè äâå äðîáè è âçÿòü ìåíüøóþ èç íèõ. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 2.25 1.50 2.25 1.8 1.75 1.8 1.4 1.6 1.2 1.2



4. (7 áàëëîâ) Íàéäèòå ÷èñëî ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ñòîðîíà-

ìè è äèàãîíàëÿìè ïðàâèëüíîãî 6k � óãîëüíèêà?

Ðåøåíèå: Çàôèêñèðóåì îäíó âåðøèíó è ïîñìîòðèì ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàâíîáåä-

ðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ áîêîâûå ñòîðîíû ïðèìûêàþò ê ýòîé âåðøèíå.

Âñåãî òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ áóäåò 3k − 1. Ïðîñóììèðóåì ïî âñåì âîçìîæíûì ôèê-

ñèðîâàííûì âåðøèíàì è ïîëó÷èì 6k · (3k − 1). Â ïîëó÷åííîé ñóììå âñå ðàâíîñòî-

ðîííèå òðåóãîëüíèêè áûëè ïîñ÷èòàíû 3 ðàçà. Âñåãî ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ

2k. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ

6k · (3k − 1)− 2 · 2k = 18k2 − 10k �

Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 53900 64200 75400 87500 11000 15900 21700 28400 36000 44500



5. (8 áàëëîâ) Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè C1, A1

è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Íàéäèòå

îòíîøåíèå AP : PA1, åñëè AB : AC1 = α > 1 è AC : AB1 = β > 1.

Ðåøåíèå (òåîðåìû ×åâû è Ìåíåëàÿ):

Òàê êàê AB : AC1 = α è AC : AB1 = β, òî
AC1

C1B
=

1

α− 1
è
AB1

B1C
=

1

β − 1
.

Çàïèøåì òåîðåìó ×åâû äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC è ÷åâèàí AA1, BB1 è CC1:

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

Ñëåäîâàòåëüíî,
BA1

A1C
=
AB1

B1C
· BC1

C1A
=
α− 1

β − 1
Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ìåíåëàÿ äëÿ AA1C è ïðÿìîé BB1:

BA1

BC
· CB1

B1A
· AP
PA1

= 1

èëè
AP

PA1

=
BC

BA1

· AB1

B1C
=

(
1 +

β − 1

α− 1

)
· 1

β − 1
=

1

α− 1
+

1

β − 1
�

Ðåøåíèå (òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ): Ïðèìåíèì òåîðåìó Âàí-Îáåëÿ:

AP

PA1

=
AC1

C1B
+
AB1

B1C
=

1

α− 1
+

1

β − 1
�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 0.8 0.5 0.9 0.7 0.3 0.4 0.6 0.5 0.6 0.4



6. (8 áàëëîâ) Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
a2 + c− 1− 2x− x2 +

√
b2 + c− 1− 2x− x2 =

√
x2 + 2x+ 1− c+ (a+ b)2

Â îòâåò íàïèøèòå ñóììó êâàäðàòîâ âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé äåéñòâè-

òåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ. ×èñëà a, b, c > 0.

Ðåøåíèå: Ïðåîáðàçóåì íàøå óðàâíåíèå è ñäåëàåì çàìåíó t = x+ 1:
√
a2 + c− t2 +

√
b2 + c− t2 =

√
t2 − c+ (a+ b)2

Çàìåòèì, ÷òî åñëè t � êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî è (−t) � êîðåíü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

íàéòè âñå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.

Ñ ðîñòîì t ôóíêöèè
√
a2 + c− t2 è

√
b2 + c− t2 óáûâàþò, à

√
t2 − c+ (a+ b)2 � âîç-

ðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî t =
√
c � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå

èìååò ðîâíî 2 êîðíÿ: x1,2 = ±
√
c− 1. Íàéäåì îòâåò íà çàäà÷ó

(x1 − x2)2 = ((
√
c− 1)− (−

√
c− 1))2 = 4c �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 52 72 76 80 84 56 44 92 60 68



7. (10 áàëëîâ) Çàî÷íûé ýòàï îëèìïèàäû Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïðîâîäèëñÿ ñðåäè

ó÷àùèõñÿ 9, 10 è 11 êëàññîâ, è ñðåäè íèõ íà î÷íûé ýòàï ïðîøëè ñîîòâåòñòâåííî

a%, b% è c%. Ïðè÷åì ñðåäè ó÷àùèõñÿ 9 è 10 êëàññîâ âìåñòå íà î÷íûé ýòàï ïðîøëè

k%, à ñðåäè 10 è 11 âìåñòå � l%. Îïðåäåëèòå ïðîöåíò ïðîøåäøèõ íà î÷íûé ýòàï

ïî âñåì òðåì êëàññàì âìåñòå (a < k < b < l < c).

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ó÷àùèõñÿ 9 êëàññîâ, y � ó÷àùèõñÿ 10 êëàññîâ è z

� ó÷àùèõñÿ 11 êëàññîâ. Òîãäà

k =
ax+ by

x+ y
=⇒ y

x
=
k − a
b− k

è l =
by + cz

y + z
=⇒ z

y
=
l − b
c− l

Âûðàçèì x è z ÷åðåç y

x = y · b− k
k − a

è z = y · l − b
c− l

Ïðîöåíò ïðîøåäøèõ íà î÷íûé ýòàï ïî âñåì òðåì êëàññàì âìåñòå ðàâåí

n =
ax+ by + cz

x+ y + z
=
ay · b−k

k−a + by + cy · l−b
c−l

y · b−k
k−a + y + y · l−b

c−l
=

=
a(b− k)(c− l) + b(k − a)(c− l) + c(l − b)(k − a)
(b− k)(c− l) + (k − a)(c− l) + (l − b)(k − a)

�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 18 28 36 10 24 14.5 34 23.74 15.4 33



8. (10 áàëëîâ) Îáúåì òåòðàýäðà ABCD ðàâåí 4(m+ n). Òî÷êà M äåëèò ðåáðî AB â

îòíîøåíèè m : n. ×åðåç òî÷êó M è ñåðåäèíû ðåáåð BC è AD ïðîâåäåíî ñå÷åíèå.

Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî ñå÷åíèÿ, åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî íåãî ðàâíî h.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü N è L � ñåðåäèíû ñòîðîí AD è BC ñîîòâåòñòâåííî. K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ðåáðà DC ñ ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ. Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòÿìè

ABD è CBD â òî÷êå E. Çàïèøåì äâà ðàçà òåîðåìó Ìåíåëàÿ

EB

ED
· DN
NA
· AM
MB

= 1 è
EB

ED
· DK
KC

· CL
LB

= 1

Îòêóäà ïîëó÷àåì
DK

KC
=
ED

EB
=
AM

MB
=
m

n
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà K äåëèò ñòîðîíó DC òî÷íî â òàêîì æå ñîîòíîøåíèå, êàê

òî÷êà M äåëèò ñòîðîíó AB.

Çàìåòèì,

VDALB
VDALC

=
SALB
SALC

=
LB

LC
= 1;

VLDMA

VLDMB

=
SDMA

SDMB

=
MA

MB
=
m

n
;

VLMDN

VLMAN

=
SMDN

SMAN

=
DN

AN
= 1.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì, ÷òî

VLMDN =
1

2
· VLDMA =

m

2(m+ n)
· VDALB =

m

4(m+ n)
· VDABC = m

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå â êîòîðîì òî÷êà K äåëèò ñòîðîíó DC, ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî VLKDN = m. Ïîýòîìó

2m = VLMDN + VLKDN = VDKLMN =
1

3
· h · SKLMN =⇒ SKLMN =

6m

h
�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 1.2 2.4 9 18 3.6 3.6 4.5 9 18 3.6



9. (20 áàëëîâ) Â îñòðîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (BC = CA) ïðî-

âåëè äâå ìåäèàíû BB1 è CC1. Îêðóæíîñòü îïèñàííàÿ âîêðóã òðåóãîëüíèêà BB1C

ïåðåñåêàåò ìåäèàíó CC1 â òî÷êàõ C è Q. Íàéäèòå ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè CQ = m.

Ðåøåíèå:

Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé, òî CC1 - âûñîòà, ìåäèàíà è áèñ-

ñåêòðèñà. Òîãäà òî÷êà Q � ñåðåäèíà äóãè BB1, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó C. Ñëåäîâà-

òåëüíî, B1Q = QB. À òàê êàê C1C � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB, òî

AQ = QB. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð QP íà ñòîðîíó AC. Òàê êàê òðåóãîëüíèê AQB1

� ðàâíîáåäðåííûé, òî

AP = PB1 =⇒
CB1

CP
=

2

3
Åñëè O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî îí ëåæèò íà CC1 è

OB1 ⊥ AC. Ñëåäîâàòåëüíî, OB1 || QP , íî òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ

îòðåçêàõ

R = CO = CQ · CB1

CP
=

2m

3
�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 6 8 4 10 18 2 14 16 18 20



10. (20 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
|2x+ y − b|+

√
5(x− 2)2 + 5(y − a)2 = a+ 4− b,

(x− 2)2 + (y − c)2 = r2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå:

Ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå:

|2x+ y − b|√
5

+
√

(x− 2)2 + (y − a)2 = 2 · 2 + a− b√
5

.

|2x+ y − b|√
5

îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x; y) äî ïðÿìîé n : 2x + y − b = 0,√
(x− 2)2 + (y − a)2 ðàññòîÿíèå îò M äî òî÷êè C(2; a) è

2 · 2 + a− b√
5

� ðàññòîÿíèå

îò C äî ïðÿìîé n (ñëó÷àé êîãäà òî÷êà C íàõîäèòñÿ âûøå ïðÿìîé n). Íà ðèñóíêå

ýòî âûãëÿäèò êàê

MG+MC = CD.

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà M ïðèíàä-

ëåæèò îòðåçêó CD, ò.å. ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê CD.

Âòîðîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå

A(2; c) è ðàäèóñîì r. Âî âñåõ

âàðèàíòàõ îêðóæíîñòü íå ïåðå-

ñåêàåò ïðÿìóþ. Ïðè èçìåíåíèè

ïàðàìåòðà a òî÷êà C äâèæåòñÿ ïî

ïðÿìîé x = 2, ïðè c− r < a < c+ r

îíà íàõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà è îò-

ðåçîê CD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü.

Êîíöû ïðîìåæóòêà ïðîâåðÿåì

íåïîñðåäñòâåííî: a = c − r ïîä-

õîäèò, a = c + r � íåò. Ïðè

a = c +

√
5

2
r îòðåçîê CD êàñàåòñÿ

îêðóæíîñòè ñâåðõó. Îòñþäà è

îòâåò. �
Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4

Îòâåò [3; 5) ∪

{
4 +

√
5

2

}
[2; 6) ∪

{
4 +
√
5
}

[4; 6) ∪

{
5 +

√
5

2

}
[3; 7) ∪ {5 +

√
5}

Âàðèàíò 5 6 7 8

Îòâåò [3; 7) ∪ {5 +
√
5} [2; 8) ∪

{
5 +

3
√
5

2

}
[3; 5) ∪

{
4 +

√
5

2

}
[2; 4) ∪

{
3 +

√
5

2

}
Âàðèàíò 9 10

Îòâåò [1; 5) ∪ {3 +
√
5} [2; 6) ∪ {4 +

√
5}


