
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

I îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 4 äåêàáðÿ 2016ã.

11 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) ×åìó ðàâíî ÷èñëî m â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ? Â îòâåò

çàïèøèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âèäà fkfk−1 . . . f3f2, ãäå m =
k∑

i=2

fi · Fi, fi ∈ {0, 1},

fk = 1 è Fi � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è (F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1).

Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6

Îòâåò 1001000001 1001000101 1001010101 1010010101 1010010100 1010010010

7 8 9 10 11

1010100010 1010101010 1010101001 1010001001 10010100101



2. (5 áàëëîâ) Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) âòîðîé ñòåïåíè. Ïðè÷åì P (x1) = y1, P (x2) = y2 è

P (x3) = y3. Íàéäèòå çíà÷åíèå P (x4).

Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà è íàéäåì

P (x) = y1
(x− x2)(x− x3)
(x1 − x2)(x1 − x3)

+ y2
(x− x1)(x− x3)
(x2 − x1)(x2 − x3)

+ y3
(x− x1)(x− x2)
(x3 − x1)(x3 − x2)

Îñòàëîñü òîëüêî ïîäñòàâèòü x = x4 è íàéòè òðåáóåìîå çíà÷åíèå. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 2.25 28 16.6 2.2 13.2 -5.275 -3.8 -61 -17 -26 35



3. (7 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå òðîéêè (x, y, z) ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå{
(a+ b)x+ ay = bz;

(a+ b)x3 + ay3 = bz3,
ãäå b > a âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå x+ y + z.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì ñèñòåìó{
a(x+ y) = b(z − x);
a(x3 + y3) = b(z3 − x3);

=⇒

{
a(x+ y) = b(z − x);
a(x+ y)(x2 − xy + y2) = b(z − x)(z2 + zx+ x2).

Òàê êàê x, y, z � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî a(x+ y) = b(z − x) > 0. Ïîýòîìó âî âòîðîì

óðàâíåíèè ìîæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà îäèíàêîâîå íåíóëåâîå ÷èñëî.{
a(x+ y) = b(z − x);
x2 − xy + y2 = z2 + zx+ x2;

=⇒

{
a(x+ y) = b(z − x);
(y − z)(y + z) = x(y + z);

=⇒

{
a(x+ y) = b(z − x);
y − z = x.

Çàìåíÿåì â ïåðâîì óðàâíåíèè x íà y − z{
a(2y − z) = b(2z − y);
x = y − z;

=⇒

{
(2a+ b)y = (a+ 2b)z;

x = y − z.
Òàê êàê y è z � âçàèìíî ïðîñòû, òî y = a + 2b è z = 2a + b. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = y−z = (a+2b)− (2a− b) = b−a. À òàê êàê b > a âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà, òî x, y, z ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü

x+ y + z = (b− a) + (a+ 2b) + (2a+ b) = 2a+ 4b �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 34 44 38 40 38 58 46 46 50 40 46



4. (7 áàëëîâ) Èç ìíîæåñòâà 1, 2, . . . , 10 âûáèðàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî òðè ÷èñëà (âîç-

ìîæíî îäèíàêîâûõ). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 10?

Ðåøåíèå: Íóæíî íàéòè ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 = 10

ãäå x1, x2, x3 ∈ {1, 2, . . . , 10}. Âûïèøåì â ðÿä äåñÿòü åäèíèö è ïîñòàâèì ìåæäó íèìè

äâå ïåðåãîðîäêè (â ðàçíûå ìåñòà). Òîãäà x1 ýòî ÷èñëî åäèíèö äî ëåâîé ïåðåãîðîä-

êè, x2 � ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé, x3 � ïîñëå ïðàâîé. Òàê êàê åäèíèö âñåãî 10, òî

x1 + x2 + x3 = 10. Çàìåòèì, ÷òî ìåñò äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïåðåãîðîäîê âñåãî 9, à íàì

íóæíî âûáðàòü òîëüêî 2. Ïîýòîìó ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàâíî C2
9 = 36. Òîãäà

èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
36

103
= 0.036. �

(7 áàëëîâ) Èç ìíîæåñòâà 0, 1, 2, . . . , 9 âûáèðàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî ÷åòûðå ÷èñëà

(âîçìîæíî îäèíàêîâûõ). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 9?

Ðåøåíèå: Ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ñ òåì, ÷òî xi ìî-

æåò áûòü ðàâíî 0. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ðåøåíèþ x1 + x2 + x3 + x4 = 9 ðåøåíèå

y1 + y2 + y3 + y4 = 13, ãäå yi = xi + 1 è y1, y2, y3, y4 ∈ {1, 2, . . . , 10}. Ðåøåíèé âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ðîâíî C3

12 = 220. Òîãäà èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
220

104
= 0.022. �

Îòâåòû:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.036 0.022



5. (8 áàëëîâ) ×èñëà 1, 2, . . . , n ðàññòàâèëè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå â âåðøèíàõ ïðàâèëü-

íîãî n-óãîëüíèêà A1A2 . . . An. Íà êàæäîé ñòîðîíå n-óãîëüíèêà íàïèñàëè ìîäóëü ðàç-

íîñòè ÷èñåë íà êîíöàõ ýòîé ñòîðîíû. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ñóììà

âñåõ ÷èñåë íà ñòîðîíàõ?

Ðåøåíèå: Ðàñêðîåì âñå ìîäóëè, íåêîòîðûå ÷èñëà ðàñêðîÿòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à

íåêîòîðûå ñî çíàêîì ìèíóñ. Â èòîãå ïîëó÷èì íåêîòîðîå âûðàæåíèå

S = ±1± 1± 2± 2± . . .± n± n

ïðè÷åì êàæäîå ÷èñëî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äâà ðàçà è ÷èñëî ïëþñîâ äîëæíî áûòü

ðîâíî òàêèì æå êàê è ÷èñëî ìèíóñîâ. À çíà÷èò ñóììà áóäåò ìàêñèìàëüíà, êîãäà

áîëüøèå ÷èñëà áåðóòüñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à ìàëåíüêèå ñî çíàêîì ìèíóñ. Âîçìîæíû

äâà ñëó÷àÿ:

1) n = 2k, òîãäà

Smax = −1− 1− . . .− k − k + (k + 1) + (k + 1) + . . .+ 2k + 2k =

= 2k(2k + 1)− 2k(k + 1) = 2k2

2) n = 2k + 1, òîãäà

Smax = −1− 1− . . .− k − k − (k + 1) + (k + 1) + . . .+ (2k + 1) + (2k + 1) =

= (2k + 1)(2k + 2)− 2k(k + 1)− 2(k + 1) = 2k(k + 1) �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 5202 5408 5618 5832 6050 6272 6498 6728 6962 5000 5100



6. (8 áàëëîâ) Íà ïåðâûé êóðñ Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ áûëî ïðèíÿòî 2n àáèòóðèåí-

òà, íå çíàêîìûõ äðóã ñ äðóãîì. Ñêîëüêî ïàð ïåðâîêóðñíèêîâ íåîáõîäèìî ïåðåçíà-

êîìèòü, ÷òîáû îáÿçàòåëüíî ïîÿâèëàñü òðîéêà ïîïàðíî çíàêîìûõ?

Ðåøåíèå: Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Òóðàíà äëÿ K3: ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå áåç òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî n2. Ïðèìåðîì òàêîãî ãðàôà

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô Kn,n. Â èòîãå îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäåò ÷èñëî

n2 + 1. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 2602 2705 2810 2917 3026 3137 3250 3365 3482 2501 3601



7. (10 áàëëîâ) Áèññåêòðèñà óãëà AL òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêî-

ëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå D. Îêàçàëîñü, ÷òî AL : LD = α. Íàéäèòå ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè BC = β.

Ðåøåíèå:

Òàê êàê AL � áèññåêòðèñà, òî

BA

BL
=
CA

CL
= k è AL2 = BA · CA−BL · CL

Ïîëó÷àåì

α2x2 = k2bc− bc = (k2 − 1)bc

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòåïåíü òî÷êè L ðàâíà αx2 = bc. Òîãäà, ïîëó÷àåì

α2x2 = (k2 − 1)bc = (k2 − 1)αx2 =⇒ α = k2 − 1 =⇒ k =
√
α + 1

Ïîñ÷èòàåì ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC

PABC = kc+ kb+ c+ b = (k + 1)(c+ b) = β(k + 1) = β
√
α + 1 + β �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 4.2 4.4 6.9 7.2 7.5 10.4 10.8 11.2 8.7 12.4 12.8



8. (10 áàëëîâ) Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ðàçâåðòêà ìíîãîãðàííèêà, âñå ãðàíè êîòîðîãî

ðàâíûå òðåóãîëüíèêè. Ðàâíûå ðåáðà îòìå÷åíû îäèíàêîâûì öâåòîì. Íàéäèòå îáúåì

ýòîãî ìíîãîãðàííèêà, åñëè ñòîðîíû êàæäîé ãðàíè èìåþò äëèíû a, b, c.

Ðåøåíèå: Ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ îêòàýäðîì. Äîñòðîèì åãî äî òåòðàýäðà, à òåò-

ðàýäð äî ïàðàëëåëåïèïåäà êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Ïðîòèâîïîëîæíûå ðåáðà òåòðàýäðà ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ðàâíû óäâîåííûì ñòîðî-

íàì ãðàíè îêòàýäðà. Òîãäà ó ïàðàëëåëåïèïåäà ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè,

ò.å. ABCDA1B1C1D1 � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Ïðè÷åì VABCDA1B1C1D1 =

3VACB1D1 = 6V0, ãäå V0 � îáúåì îêòàýäðà. Ïóñòü AB = x, AD = y, AA1 = z. Èç

òåîðåìû Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:
x2 + y2 = 4a2,

y2 + z2 = 4b2,

x2 + z2 = 4c2;

⇐⇒


x2 = 2a2 + 2c2 − 2b2,

y2 = 2b2 + 2a2 − 2c2,

z2 = 2c2 + 2b2 − 2a2.

Îòêóäà V0 =
1

6
xyz =

1

3

√
2(a2 + b2 − c2)(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2). �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Îòâåò 1440 672 1632 384 8 16 16 24 32 40 35328



9. (20 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ AC è BC îòìå÷åíû òî÷êè K è L

òàêèì îáðàçîì, ÷òî KL || AB. X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ KB è AL. Îêðóæ-

íîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X è êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå A. Îêðóæíîñòü

ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó X è êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå B. Y � âòîðàÿ òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà AB, ñåðåäèíà

îòðåçêà KL, òî÷êè C, X è Y ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, N � ñåðåäèíà îòðåçêà KL. Òàê êàê ABLK �

òðàïåöèÿ, òî C, N , X è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæåì, ÷òî Y òîæå ëåæèò

íà ýòîé ïðÿìîé. Òàê êàê MA è MB � ðàâíûå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2,

òî òî÷êà M ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè ýòèõ îêðóæíîñòåé (òî åñòü íà ïðÿìîé XY ).

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Y ëåæèò íà ïðÿìîé XM . �



10. (20 áàëëîâ) Äàííûé ïàðàëëåëîãðàìì íà ðèñóíêå çàäàéòå îäíèì óðàâíåíèåì ñ äâó-

ìÿ ïåðåìåííûìè.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå |x| + |y| = 1 çàäàåò êâàäðàò ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

è âåðøèíàìè â åäèíèöàõ íà îñÿõ. Âñå ïàðàëëåëîãðàììû àôôèííî ýêâèâàëåíòíû

ýòîìó êâàäðàòó, ïîýòîìó óðàâíåíèå ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà èùåì â âèäå

k|bx− (a+ c)y|+ |bx+ (c− a)y − bc| = d.

Êîýôôèöèåíòû k è d âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ÿâëÿëèñü

ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäõîäÿò k = 1 è d = bc. Îòâåò

|bx− (a+ c)y|+ |bx+ (c− a)y − bc| = bc. �


