
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2016�2017 ó÷åáíûé ãîä.

11 êëàññ

1. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû öåëî÷èñ-
ëåííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ìîæíî âûäåëèòü áåñêî-
íå÷íóþ öåëî÷èñëåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

(Ôîëüêëîð)
Ðåøåíèå: Ïóñòü àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä

ck = a + bk, ãäå a, b ∈ Z. Òîãäà ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ dk = a(b + 1)k è äîêàæåì, ÷òî âñå åå ÷ëåíû ïðè-
íàäëåæàò íàøåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
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III Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïî ìàòåìàòèêå

dk = a · (1 + C1
k · b + C2

k · b2 + . . . + Ck
k · bk) =

= a + b · (C1
k + C2

k · b + . . . + Ck
k · bk−1) = cl,

ãäå l = C1
k + C2

k · b + . . . + Ck
k · bk−1 ∈ Z. �

2. Ïóñòü f (x) = x2+6x+6. Ðåøèòå óðàâíåíèå â äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñëàõ

f (f (. . . f︸ ︷︷ ︸
2017

(x) . . .)) = 2017.

(Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: x = −3± 22017
√
2020.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî f (x) = (x+3)2−3 èëè f (x)+3 =
= (x + 3)2. Òîãäà

2020 = f (f (. . . f︸ ︷︷ ︸
2017

(x) . . .)) + 3 = (f (f (. . . f︸ ︷︷ ︸
2016

(x) . . .)) + 3)2 =

= (f (f (. . . f︸ ︷︷ ︸
2015

(x) . . .)) + 3)2
2

= . . . = (f (x) + 3)2
2016

= (x + 3)2
2017

.

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå

(x + 3)2
2017

= 2020 =⇒ x1,2 = −3± 22017
√
2020. �

3. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê äîñêè 3× 2016 ìîæíî
çàêðàñèòü òàê, ÷òîáû ó êàæäîé êëåòêè áûëà ñîñåäíÿÿ ïî
ñòîðîíå çàêðàøåííàÿ êëåòêà? (À. Õðàáðîâ)

Îòâåò: 2016.
Ðåøåíèå: Ðàçîáüåì íàøó äîñêó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2016�2017 ó÷åáíûé ãîä.

Ìû ïîëó÷èëè äâà òðåõêëåòî÷íûõ óãîëêà è 1007 ôèãóðîê D-
ãåêñàìèíî. Â íàøèõ òðåõêëåòî÷íûõ óãîëêàõ äîëæíà áûòü çà-
êðàøåíà õîòÿ áû îäíà êëåòêà (óãëîâàÿ èëè ñîñåäñòâóþùàÿ ñ
óãëîâîé). Äîêàæåì, ÷òî â êàæäîé D-ãåêñàìèíî èç ðàçáèåíèÿ
áóäåò çàêðàøåíî õîòÿ áû äâå êëåòêè. Ïðîíóìåðóåì êëåòêè
ïðîèçâîëüíîé D-ãåêñàìèíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

Åñëè îäíà èç êëåòîê 2 èëè 3 çàêðàøåíà, òî áóäåò çà-
êðàøåíà, ñîñåäñòâóþùàÿ ñ íåé êëåòêà, ïðèíàäëåæàùàÿ D-
ãåêñàìèíî. Åñëè æå íè 2, íè 3 íå áóäóò çàêðàøåíû, òî äîëæíû
áûòü çàêðàøåíû 1 èëè 5 (êàê ñîñåä êëåòêè 2) è 6 èëè 4 (êàê
ñîñåä êëåòêè 3). Â ëþáîì ñëó÷àå â íàøåì D-ãåêñàìèíî áóäåò
çàêðàøåíî êàê ìèíèìóì äâå êëåòêè.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì îöåíêó íà ÷èñëî çàêðàøåííûõ êëå-
òîê, à èìåííî èõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 1007 · 2 + 2 = 2016.

Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòà
îöåíêà

Çàêðàøèâàåì 2016 êëåòîê, ðàñïîëîæåííûõ íà âòîðîé ãîðè-
çîíòàëè. �

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(
√

6x− x2 − 4 + a− 2)((a− 2)x− 3a + 4) = 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
(Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: a ∈ {2−
√
5} ∪ {0} ∪ {1} ∪

(
2− 2√

5
; 2
]
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III Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèå: Ðåøàòü çàäà÷ó áóäåì ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.
Çàìåíèì a íà y è íàðèñóåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â
ïëîñêîñòè Oxy.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå[
y = 2−

√
6x− x2 − 4,

(y − 2)x− 3y + 4 = 0;
=⇒


{
(x− 3)2 + (y − 2)2 = 5,

y 6 2,

(x− 3)(y − 2) = 2.

Ïåðâîå óðàâíåíèå çàäàåò ïîëóîêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
(3; 2), à âòîðîå � ãèïåðáîëó ñ äâóìÿ àñèìïòîòàìè x = 3 è
y = 2 (ñì. ðèñóíîê). Ê òîìó æå íå ñòîèò çàáûâàòü ïðî ÎÄÇ:
6x− x2 − 4 > 0 =⇒ x ∈ [3−

√
5; 3 +

√
5].

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî
äâà ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ y = a ïå-
ðåñåêàåò ïîëóîêðóæíîñòü è ãèïåðáîëó ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ â
ïîëîñå 3−

√
5 6 x 6 3+

√
5. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî âîçìîæíû

òðè ñëó÷àÿ: ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïîëóîêðóæíîñòè (òî åñòü ïðîõî-
äèò ÷åðåç òî÷êó D); ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ ãèïåðáîëîé (òî åñòü ÷åðåç òî÷êó
A èëè B); ïðÿìàÿ ëåæèò ñòðîãî âûøå ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó C è íå ñòðîãî íèæå ïðÿìîé y = 2. Ðàññìîòðèì âñå
ýòè òðè ñëó÷àÿ:
I) Íàéäåì y êîîðäèíàòó òî÷êè D:

y = 2−
√

6x− x2 − 4 = 2−
√

6 · 3− 32 − 4 = 2−
√
5.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2016�2017 ó÷åáíûé ãîä.

II) Íàéäåì y êîîðäèíàòó òî÷åê A è B:
(x− 3)2 + (y − 2)2 = 5,

(x− 3)(y − 2) = 2,

y 6 2;

=⇒

{
(y − 2)4 − 5(y − 2)2 + 4 = 0,

y 6 2;

Ðàñêëàäûâàåì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ìíîæèòåëè èëè ðåøàåì
êàê áèêâàäðàòíîå{

(y − 4)y(y − 3)(y − 1) = 0,

y 6 2;
=⇒ y = 0 èëè y = 1.

III) Íàéäåì y êîîðäèíàòó òî÷êè C:

(x− 3)(y − 2) = 2 =⇒ ((3−
√
5)− 3)(y − 2) = 2 =⇒

=⇒ y = 2− 2√
5
.

Èòàê, ìà ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

y ∈ {2−
√
5} ∪ {0} ∪ {1} ∪

(
2− 2√

5
; 2

]
. �

5. Ìåäèàíû AMa, BMb è CMc òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå M . Îêðóæíîñòü ωa ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó
îòðåçêà AM è êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå Ma. Àíàëîãè÷-
íî, îêðóæíîñòü ωb ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà BM è
êàñàåòñÿ ñòîðîíû CA â òî÷êå Mb. Ïóñòü X è Y � òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ωa è ωb. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè X , Y
è Mc ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ì. Ïîïîâ)

Ðåøåíèå: Ëåììà. Åñëè ñòåïåíü òî÷åê A è B îòíîñè-

òåëüíî îêðóæíîñòè ω ðàâíû Pω(A) è Pω(B) ñîîòâåòñòâåí-

íî, òî

Pω(M) =
2Pω(A) + 2Pω(B)− AB2

4
,

ãäå M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ω � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
òî÷êå O ðàäèóñà R, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè òî÷êè
Pω(A) = AO2−R2 è Pω(B) = BO2−R2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé äëèíû ìåäèàíû ÷åðåç ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
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III Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïî ìàòåìàòèêå

MO2 =
2AO2 + 2BO2 − AB2

4
=⇒ Pω(M) =MO2 −R2 =

=
2Pω(A) + 2Pω(B)− AB2

4
. �

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé äëÿ òî÷åêA è B îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòåé ωa è ωb

Pωa(Mc) =
2Pωa(A) + 2Pωa(B)− AB2

4
=

=
2BM 2

a + 2AP · AMa − AB2

4
=

a2

2 + 2m2
a

3 − c
2

4
=

=
3a2 + (2b2 + 2c2 − a2)− 6c2

24
=
a2 + b2 − 2c2

12
è

Pωb(Mc) =
2Pωb(A) + 2Pωb(B)− AB2

4
=

=
2AM 2

b + 2BQ ·BMb − AB2

4
=

b2

2 +
2m2

b

3 − c
2

4
=

=
3b2 + (2a2 + 2c2 − b2)− 6c2

24
=
a2 + b2 − 2c2

12
.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Pωa(Mc) = Pωb(Mc), à çíà÷èò Mc ëå-
æèò íà ðàäèêàëüíîé îñè ωa è ωb, òî åñòü íà ïðÿìîé XY . �
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