
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

II îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 17 äåêàáðÿ 2016ã.

10 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

arcsin(sinx) =
πx

m
?

Ðåøåíèå: Ââèäó íå÷åòíîñòè ôóíêöèé ñ îáåèõ ñòîðîí óðàâíåíèÿ, êîëè÷åñòâî ïîëî-

æèòåëüíûõ êîðíåé ðàâíî êîëè÷åñòâó îòðèöàòåëüíûõ è íóëåâîå ðåøåíèå ïðèñóòñòâó-

åò. Ôóíêöèÿ y = arcsin(sinx) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
π

2
â òî÷êàõ

π

2
+ 2πn,

ïðÿìàÿ y =
πx

m
ðàâíîìåðíî ðàñòåò è äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

π

2
â òî÷êå

m

2
.

Åñëè
π

2
+ 2πn <

m

2
<
π

2
+ 2π(n + 1), òî ïîëó÷èòñÿ 2n + 1 ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé,

à ñëåäîâàòåëüíî, 4n+ 3 âñåãî êîðíåé. (Ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ãðàôèêè è âðó÷íóþ

ïîñ÷èòàòü êîðíè). �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 31 63 95 127 111 79 47 59 75 43



2. (5 áàëëîâ) Èçâåñòíî, ÷òî

ÍÎÊ(a; b) = n.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ìåíüøèé èç äâóõ ÷èñåë a è b?

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî a 6 n è b 6 n, ïîýòîìó ïîëó÷àåì òðèâèàëüíóþ îöåíêó

ñâåðõó. Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñëàõ a = b = n. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 10080 3780 5040 11340 12600 15120 26460 22680 34020 45360



3. (7 áàëëîâ) Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ak =
1

k2 + k
äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k. Îêàçàëîñü, ÷òî

am + am+1 + . . .+ an−1 =
1

p
, ãäå p ∈ P

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m è n (m < n). Íàéäèòå m+ n.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî
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k
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(
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m
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)
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n
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m
− 1

n

Ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
1

m
− 1

n
=

1

p
Ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ðàñêëàäûâàåì íà ìíîæèòåëè

(p−m)(n+ p) = p2

Âî âñåõ âàðèàíòàõ p � ïðîñòîå ÷èñëî, ïîýòîìó âîçìîæåí òîëüêî îäèí ñëó÷àé ðàçëî-

æåíèÿ íà ìíîæèòåëè{
p−m = 1

n+ p = p2
=⇒

{
m = p− 1

n = p2 − p
=⇒ m+ n = p2 − 1 �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 960 1368 840 1848 1680 528 2208 360 2808 288



4. (7 áàëëîâ) Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 − (a + b)x3 + (ab + 2c)x2 − c(a + b)x + c2 = 0. Â

îòâåò íàïèøèòå ñóììó êâàäðàòîâ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå: x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïîäåëèòü íà x2.

Ñãðóïïèðóåì (
x2 + 2c+

c2

x2

)
− (a+ b) ·

(
x+

c

x

)
+ ab = 0(

x+
c

x

)2
− (a+ b) ·

(
x+

c

x

)
+ ab = 0(

x+
c

x
− a
)
·
(
x+

c

x
− b
)
= 0

Ðåøàåì ÷åðåç äèñêðèìèíàíò äâà óðàâíåíèÿ x2 − ax + c = 0 è x2 − bx + c = 0. Âî

âñåõ âàðèàíòàõ ÷èñëà ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû b2 − 4c < 0 è a2 − 4c > 0.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî íàøå èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî äâà äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíÿ

x1,2 =
a±
√
a2 − 4c

2
Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ðàâíà

x21 + x22 =

(
a−
√
a2 − 4c

2

)2

+

(
a+
√
a2 − 4c

2

)2

= a2 − 2c �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 33 29 42 38 55 47 74 95 135 91



5. (8 áàëëîâ) Õîðäà CD ïàðàëëåëüíà äèàìåòðó AB îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå

O ðàäèóñà r. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé îêðóæíîñòè â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BC è

BD â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå AE · AF .

Ðåøåíèå:

Òàê êàê âî âïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABDC ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû AB è

CD ïàðàëëåëüíû, òî ABDC � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ (BD = AC). Ñëåäîâàòåëü-

íî, ∠DBA = ∠BAC. Òàê êàê AB � äèàìåòð, òî ∠BCA = 90◦. À òàê êàê AE �

êàñàòåëüíàÿ, òî ∠BAE = 90◦. Ïîëó÷àåì

∠BEA = 90◦ − ∠EBA = 90◦ − ∠CBA = 90◦ − (90◦ − ∠BAC) = ∠BAC

Ïîýòîìó

∠FBA = ∠DBA = ∠BAC = ∠BEA

Òðåóãîëüíèêè FBA è BEA ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì (∠FBA = ∠BEA è ∠FAB =

∠BAE = 90◦).
AB

AE
=
AF

AB
=⇒ AE · AF = AB2 = (2r)2 = 4r2 �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 196 256 144 324 484 400 576 676 64 100



6. (8 áàëëîâ) Â êîðçèíå ëåæàò 2n îäèíàêîâûõ àïåëüñèíîâ, 2n îäèíàêîâûõ ÿáëîê è 2n

îäèíàêîâûõ ãðóø. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìû ìîæåì ïîäåëèòü âñå ôðóêòû ìåæäó

äâóìÿ äåòüìè, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëîñü ïî 3n ôðóêòîâ?

Ðåøåíèå: Çàôèêñèðóåì ðåáåíêà è îáîçíà÷èì çà x ÷èñëî îòäàííûõ åìó àïåëüñèíîâ,

y � ÿáëîê è z � ãðóø. Ïîëó÷àåì äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ñëó÷àÿ:

1) 0 6 x 6 n, òîãäà n− x 6 y 6 2n è z âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. ×èñëî òàêèõ

ñïîñîáîâ

(n+ 1) + (n+ 2) + . . .+ (2n+ 1) =
(2n+ 1)(2n+ 2)

2
− n(n+ 1)

2
2) n + 1 6 x 6 2n, òîãäà 0 6 y 6 3n − x è z âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. ×èñëî

òàêèõ ñïîñîáîâ

2n+ (2n− 1) + . . .+ (n+ 1) =
2n(2n+ 1)

2
− n(n+ 1)

2
Â èòîãå âñåãî ñïîñîáîâ

(2n+ 1)(2n+ 2)

2
− n(n+ 1)

2
+

2n(2n+ 1)

2
− n(n+ 1)

2
=

= (2n+ 1)(n+ 1) + (2n+ 1)n− n(n+ 1) = 3n2 + 3n+ 1 �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 721 919 631 817 631 1141 1027 1387 721 1519



7. (10 áàëëîâ) Çàî÷íûé ýòàï îëèìïèàäû Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïðîâîäèëñÿ ñðåäè

ó÷àùèõñÿ 9, 10 è 11 êëàññîâ, è ñðåäè íèõ íà î÷íûé ýòàï ïðîøëè ñîîòâåòñòâåííî a%,

b% è c%. Ïðè÷åì ñðåäè ó÷àùèõñÿ 9 è 10 êëàññîâ âìåñòå íà î÷íûé ýòàï ïðîøëè k%,

à ñðåäè 10 è 11 âìåñòå � l%. Îïðåäåëèòå ïðîöåíò ïðîøåäøèõ íà î÷íûé ýòàï ïî 9 è

11 êëàññàì âìåñòå (a < k < b < l < c).

Ðåøåíèå: Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ó÷àùèõñÿ 9 êëàññà, y � ó÷àùèõñÿ 10 êëàññà è z �

ó÷àùèõñÿ 11 êëàññ. Òîãäà

k =
ax+ by

x+ y
=⇒ y

x
=
k − a
b− k

è l =
by + cz

y + z
=⇒ z

y
=
l − b
c− l

Ñëåäîâàòåëüíî,
z

x
=
z

y
· y
x
=

(k − a)(l − b)
(b− k)(c− l)

=
m− a
c−m

,

ãäå m � ïðîöåíò ïðîøåäøèõ íà î÷íûé ýòàï ïî 9 è 11 êëàññàì âìåñòå. Îòñþäà

îñòàëîñü âûðàçèòü m è ìû ïîëó÷èì

m =
a(b− k)(c− l) + c(k − a)(l − b)
(b− k)(c− l) + (k − a)(l − b)

�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 26.6 21.2 19.8 33.8 15.6 28.5 28.5 37.8 19.5 14.8



8. (10 áàëëîâ) Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCDEF íà äèàãîíàëè

îñíîâàíèÿ AD âûáðàíà òî÷êà M , äåëÿùàÿ å¼ â îòíîøåíèè AM : MD = n : m

(n < m). ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé

ãðàíè SAB. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà SAB.

Ðåøåíèå:

Ñïðîåöèðóåì òî÷êó S è íàøå ñå÷åíèå íà ïëîñêîñòü ABCDEF . Îïèøåì êàê íàéòè

òî÷êè ïðîåêöèè ñå÷åíèÿ. Òàê êàê ñå÷åíèå ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè SAB, òîKL || AB
(äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòüþ ABCDEF ïî äâóì ïàðàë-

ëåëüíûì ïðÿìûì), LN || BS ′ (äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêî-

ñòüþ SBC ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, ïðîåêöèè ýòèõ ïðÿìûõ òàêæå ïàðàë-

ëåëüíû), KR || AS ′ (äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòüþ SAF

ïî äâóì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, ïðîåêöèè ýòèõ ïðÿìûõ òàêæå ïàðàëëåëüíû). ×òî-

áû íàéòè òî÷êó P ïðîåêöèè, ðàññìîòðèì òðè ïëîñêîñòè: íàøå ñå÷åíèå, ABCDEF

è SCD. Èõ ïîïàðíî îáùèå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå G, ëåæàùåé íà

ïëîñêîñòè ABCDEF . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèè ýòèõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå. Ïîýòîìó òî÷êè G, N è P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ïåðïåíäèêóëÿðíîé

AD (LNCD � ðîìá, ïîýòîìó CL ⊥ NG, îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî CL || AD). Òî÷êà
Q íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé ñå÷åíèé áó-

äåò òî÷íî òàêèì æå, êàê îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ABCDEF

(ïëîùàäè îòëè÷àþòñÿ â cosα ðàç, ãäå α � äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè).

Ïðîåêöèÿ ãðàíè SBA ýòî òðåóãîëüíèê S ′AB, à ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ � ìíîãîóãîëüíèê

KLNPQR.

Ïóñòü AM = x èMS ′ = y, òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî AM = AK = KM = BH =

HL = BL = S ′N = S ′R = 2 · S ′Q = 2 · S ′P = x è MS ′ = HS ′ = KR = LN = y.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S ′AB ðàâíà

SS′AB =
1

2
· S ′A · S ′B · sin 60◦ =

√
3(x+ y)2

4
Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà KLNPQR íàéäåì êàê ñóììó ïëîùàäåé åãî ÷àñòåé

SKLNPQR = SS′MH + SS′HLN + SS′NP + SS′PQ + SS′QR + SS′RKM =

=

√
3y2

4
+

√
3xy

2
+

√
3x2

8
+

√
3x2

16
+

√
3x2

8
+

√
3xy

2
=

√
3

4

(
y2 + 4xy +

5

4
x2
)



Ìû çíàåì, ÷òî
x

2y + x
=

n

m
=⇒ y

x
=
m− n
2n

Ïîëó÷àåì îòíîøåíèå

SKLNPQR

SS′AB

=
4y2 + 16xy + 5x2

4(x+ y)2
=

4
(
y
x

)2
+ 16

(
y
x

)
+ 5

4
(
1 + y

x

)2 =

=
4
(
m−n
2n

)2
+ 16

(
m−n
2n

)
+ 5

4
(
1 + m−n

2n

)2 =
(m− n)2 + 8n(m− n) + 5n2

(m+ n)2
= 1 +

n(4m− 3n)

(m+ n)2
�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îòâåò 1.5568 1.4608 1.2752 1.5712 1.57 1.33 1.5328 1.52 1.48 1.5625



9. (20 áàëëîâ) Ïðè êàêèõ n > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

a1, a2, . . . , an, ÷òî

ÍÎÊ(a1, a2, . . . , an) = a1 + a2 + . . .+ an

Ðåøåíèå: Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî

ÍÎÊ(a, b) = a+ b. Òàê êàê

ÍÎÊ(a, b)
... a è ÍÎÊ(a, b)

... b

òî

a+ b
... a è a+ b

... b

Ñëåäîâàòåëüíî, a
... b è b

... a, íî òàêîãî áûòü íå ìîæåò â âèäó òîãî, ÷òî a 6= b.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n > 2 è ðàññìîòðèì ÷èñëà

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 2 · 3, . . . , ai = 2 · 3i−2, . . . , an−1 = 2 · 3n−3, an = 3n−2

Âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ðàâíî 2 · 3n−2. Íàéäåì
òåïåðü èõ ñóììó

1 + 2 + 2 · 3 + . . .+ 2 · 3n−3 + 3n−2 = 1 + 2 · (1 + 3 + . . .+ 3n−3) + 3n−2 =

= 1 + 2 · 3
n−2 − 1

3− 1
+ 3n−2 = 2 · 3n−2 �

Îòâåò: Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2.



10. (20 áàëëîâ) AA1 è BB1 � áèññåêòðèñû íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC.

Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó BB1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AA1 â òî÷êå P . Íà

îòðåçêå BB1 âçÿëè òàêóþ òî÷êó R, ÷òî PB1 || RA1. Äîêàæèòå, ÷òî AR = RA1.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BAB1. Ïóñòü P
′ � ñåðåäèíà äóãè

BB1, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó A. Ñ îäíîé ñòîðîíû P ′ ëåæèò íà áèññåêòðèñå AA1 (òàê

êàê ñåðåäèíà äóãè), ñ äðóãîé ñòîðîíû B1P = BP (ðàâíûå äóãè ñòÿãèâàþò ðàâíûå

õîðäû), çíà÷èò P ′ ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BB1. Ñëåäîâàòåëüíî,

P ′ = P .

Òàê êàê ABPB1 âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî ∠ABB1 = ∠APB1. Òàê êàê

PB1 || RA1, òî ∠APB1 = ∠AA1R. Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè

∠ABR = ∠ABB1 = ∠APB1 = ∠AA1R

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABA1R âïèñàííûé, à òàê êàê BR � áèññåê-

òðèñà ∠A1BA, òî R � ñåðåäèíà äóãè AA1, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B. Ñëåäîâàòåëüíî,

AR = RA1 (ðàâíûå äóãè ñòÿãèâàþò ðàâíûå õîðäû). �


