
ÎÒÊÐÛÒÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ ÈÍÍÎÏÎËÈÑ

I îòáîðî÷íûé (çàî÷íûé) ýòàï ïî ìàòåìàòèêå, 4 äåêàáðÿ 2016ã.

10 êëàññ, ïîëíûå ðåøåíèÿ.

1. (5 áàëëîâ) ×åìó ðàâíî ÷èñëî m â ôàêòîðèàëüíîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (â îòâåò
çàïèøèòå ÷èñëî dkdk−1 . . . d2d1, ãäå m =

∑
i

di · i! è 0 6 di 6 i)?

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7
Îòâåò 131101 141120 243120 244000 244001 30210 410011

8 9 10 11
433311 531310 610020 1041121



2. Äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà G(x) = x4 + Ax3 + Bx2 + Cx + D è H(x) = x2 + Ax + B.
Íàéäèòå çíà÷åíèå G(x1) +G(x2), ãäå x1, x2 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà H(x).
Îòâåò: 2D − AC.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî
G(x) = x2 ·H(x) + Cx+D

ïîýòîìó

G(x1) +G(x2) = (x21 ·H(x1) + Cx1 +D) + (x22 ·H(x2) + Cx2 +D) = C(x1 + x2) + 2D

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = −A. Ñëåäîâàòåëüíî,
G(x1) +G(x2) = C(x1 + c2) + 2D = 2D − AC �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 45 50 23 -29 61 -14 -62 80 -19 70 323



3. (7 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y òàêèõ, ÷òî

log2 ax+ log2 by = log2(bx+ ay + p1p2 − 1), ãäå p1, p2 ∈ P a, b > 2

Â îòâåò íàïèøèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå x+ y.

Ðåøåíèå: Èçáàâèìñÿ îò ëîãàðèôìîâ â óðàâíåíèè

axby = bx+ ay + p1p2 − 1

Ïðåîáðàçóåì è ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè

(ay − 1)(bx− 1) = p1p2

Òàê êàê p1, p2 ∈ P, òî ïîëó÷àåì ÷åòûðå âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ
x =
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x =
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b
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a

Òàê êàê a, b > 2 è x, y ∈ N, òî ïåðâûå äâà ðåøåíèÿ òî÷íî íå ïîäõîäÿò. Èç îñòàâøèõñÿ
äâóõ âûáèðàåì òî, â êîòîðîì x, y íàòóðàëüíûå è ñóììà x+ y ìèíèìàëüíà. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 5 4 5 6 7 6 4 6 10 4 8



4. (7 áàëëîâ) Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðîñèëè n ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íå âñòðåòèëèñü äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ áðîñêà, â êîòîðûõ íàáëþäàëñÿ îðåë?

Ðåøåíèå: Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: O � îðåë, Ð � ðåøêà. Ïóñòü Sn � ÷èñëî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé èç Î è Ð äëèíû n, â êîòîðûõ íåò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèìâîëîâ Î
(òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíûìè). Î÷åâèäíî, ÷òî S1 = 2 è
S2 = 3. Íàéäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Sn ïðè n > 2.
Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n îêàí÷èâàþùèåñÿ íà P .
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò êîððåêòíîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà áóäåò êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç ïîñëåäíåãî ñèìâîëà Ð. Íî òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðîâíî Sn−1.
Òåïåðü ðàññìîòðèì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n îêàí÷èâàþùèåñÿ íà O. Î÷å-
âèäíî, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò êîððåêòíîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
áóäåò êîððåêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç ïîñëåäíèõ äâóõ ñèìâîëîâ Ð è Î (ïðåäïî-
ñëåäíèé ñèìâîë îáÿçàòåëüíî Ð). Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðîâíî
Sn−2.
Ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Sn:

S1 = 2, S2 = 3, Sn = Sn−1 + Sn−2 ïðè n > 2

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðîñòî ñìåùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è Sn = fn+2.

Èòîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
fn+2

2n
. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6
Îòâåò 0.140625 0.140625 0.173828125 0.173828125 0.21484375 0.21484375

7 8 9 10 11
0.265625 0.265625 0.328125 0.328125 0.265625



5. (8 áàëëîâ) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå n òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |x− 1|+ |x− 2|+ . . .+ |x− n| > m.

Ðåøåíèå: f(x) = |x − 1| + |x − 2| + . . . + |x − n| � íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ. Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå f(x).
Åñëè k+1 > x > k, òî ïåðâûå k ìîäóëåé ðàñêðûâàþòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à îñòàëüíûå
n− k ñî çíàêîì ìèíóñ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

f(x) = (x− 1) + (x− 2) + . . .+ (x− k) + (k + 1− x) + . . .+ (n− x) =

= (2k − n)x+ n(n+ 1)

2
− k(k + 1)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 2k − n < 0 íà ýòîì ó÷àñòêå f(x) óáûâàåò, à åñëè 2k − n > 0,
òî f(x) âîçðàñòàåò. À òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ, òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïåðåõîä ñ óáûâàíèÿ â
âîçâðàñòàíèå. Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ
1) Åñëè n = 2l, òî ïåðåõîä ñ óáûâàíèÿ â âîçðàñòàíèå áóäåò íà âñåì ïîëóèíòåðâàëå
[l, l + 1). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî

min f(x) =
n(n+ 1)

2
− l(l + 1) = l2 =

n2

4
2) Åñëè n = 2l+ 1, òî ïåðåõîä ñ óáûâàíèÿ â âîçðàñòàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â òî÷êå
x = l + 1. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî

min f(x) = (2l − n)(l + 1) +
n(n+ 1)

2
− l(l + 1) = l(l + 1) =

n2 − 1

4
Â èòîãå íóæíî íàéòè òàêîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî

n2 − I{n− íå÷åòíî} > 4m

ãäå I - èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 90 90 90 91 91 91 92 92 110 89 89



6. (8 áàëëîâ) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà r òàê, ÷òî äèà-
ãîíàëü AC � äèàìåòð îêðóæíîñòè. Äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå P . Èçâåñòíî, ÷òî BD = AB è PC = α < r. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû CD.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî AO = DO è AB = DB,
ïîæòîìó òî÷êè O è B ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AD. Òàê êàê
AC � äèàìåòð, òî ∠ADC = 90◦. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî OB || DC. Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèê OBP ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CDP . Â èòîãå ïîëó÷àåì

CD

OB
=
CP

OP
=

CP

CO − CP
Îòñþäà óæå ìîæíî íàéòè äëèíó îòðåçêà CD

CD =
OB · CP
CO − CP

=
rα

r − α
�

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 1.68 2.08 2.52 0.375 0.96 1.9125 0.36 2.6125 0.5 1.05 2.99



7. (10 áàëëîâ) Ãðóïïà èç m ñòóäåíòîâ íàçûâàåòñÿ íåäðóæåëþáíîé, åñëè ëþáûå åå
äâà ïðåäñòàâèòåëÿ íå äðóæàò äðóã ñ äðóãîì. Ñòóäåíò íàçûâàåòñÿ ñóïåðîáùèòåëü-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíå ìåðå, åùå n ñòóäåíòîâ, ñ êîòîðûìè îí äðóæèò.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ ìîæåò îáó÷àòüñÿ â Óíèâåðñèòåòå Èííî-
ïîëèñ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íåò íè îäíîé íåäðóæåëþáíîé ãðóïïû è íåò íè îäíîãî
ñóïåðîáùèòåëüíîãî ñòóäåíòà.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòóäåíòû, à ðåáðàìè ñî-
åäèíÿåì òîëüêî òåõ ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ìåæäó ñîáîé äðóæàò. Äîêàæåì ïðè ïîìî-
ùè èíäóêöèè (ïî ðàçìåðó íåäðóæåëþáíîé ãðóïïû), ÷òî â íàøåì ãðàôå íå áîëüøå
n(m− 1) ñòóäåíòîâ.
Áàçà m = 2: Â íàøåì ãðàôå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè äîëæíî áûòü ðåáåð.
Ïîýòîìó â íåì êàê ìàêñèìóì n âåðøèí (èíà÷å áû ëþáîé ñòóäåíò áûë áû ñóïåðîá-
ùèòåëüíûì). Áàçà äîêàçàíà.
Ïåðåõîä (m−1) −→ m: Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîãî ñòóäåíòà v. Åñëè A � ìíîæåñòâî
âåðøèí ñ êîòîðûìè äðóæèò v, à B � ìíîæåñòâî âåðøèí ñ êîòîðûìè îí íå äðóæèò,
òî |A| 6 n − 1 (èíà÷å áû v áûë ñóïåðîáùèòåëüíûì) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè |B| 6 (m − 2)n (åñëè áû â ìíîæåñòâå B íàøëàñü íåäðóæåëþáíàÿ ãðóïïà èç
m− 1 ñòóäåíòà, òî, äîáàâèâ â íåå v, ìû áû ïîëó÷èëè íåäðóæåëþáíóþ ãðóïïó èç m
ñòóäåíòîâ). Ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî âåðøèí â ãðàôå

|A|+ |B|+ 1 6 (n− 1) + (m− 2)n+ 1 = (m− 1)n

Ïåðåõîä äîêàçàí.
Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî ãðàôà. Ðàçîáúåì âñåõ ñòóäåíòîâ íà m − 1 ôà-
êóëüòåò ïî n ñòóäåíòîâ. Ïóñòü â êàæäîì ôàêóëüòåòå âñå ñòóäåíòû äðóæàò äðóã ñ
äðóãîì è ìåæäó ôàêóëüòåòàìè íèêòî íè ñ êåì íå äðóæèò. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî íåò
íè îäíîãî ñóïåðîáùèòåëüíîãî ñòóäåíòà (ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû n − 1) è íåò íè
îäíîé íåäðóæåëþáíîé ãðóïïû. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 135 270 255 240 225 210 195 180 165 150 306



8. (10 áàëëîâ) Íàéäèòå ñóììó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

2 · 33x − a · 32x − 3(a+ 4) · 3x + 18 = 0.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì çàìåíó t = 3x, à òàê êàê x ∈ R, òî t > 0. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå

2t3 − at2 − 3(a+ 4)t+ 18 = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî t1 = −3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
x1 íå äåéñòâèòåëüíîå. Ïîëó÷àåì

(t+ 3)
(
2t2 − (a+ 6)t+ 6

)
= 0

Ïàðàìåòð a áûë ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ äâà êîðíÿ t2 è t3 áû-
ëè äåéñòâèòåëüíûìè è ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèåòà,
ïîëó÷àåì

3x2+x3 = t2 · t3 =
6

2
= 3

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + x3 = 1. �

(10 áàëëîâ) Íàéäèòå ñóììó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

2 · 43x − a · 42x − 4(a+ 6) · 4x + 32 = 0.

Ðåøåíèå: Ñäåëàåì çàìåíó t = 4x, à òàê êàê x ∈ R, òî t > 0. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå

2t3 − at2 − 4(a+ 6)t+ 32 = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî t1 = −4 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
x1 íå äåéñòâèòåëüíîå. Ïîëó÷àåì

(t+ 4)
(
2t2 − (a+ 8)t+ 8

)
= 0

Ïàðàìåòð a áûë ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ äâà êîðíÿ t2 è t3 áû-
ëè äåéñòâèòåëüíûìè è ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèåòà,
ïîëó÷àåì

4x2+x3 = t2 · t3 =
8

2
= 4

Ñëåäîâàòåëüíî, x2 + x3 = 1. �

Îòâåòû:
Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Îòâåò 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0.5



9. (20 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I êà-
ñàþùàÿñÿ ñòîðîí AC è BC â òî÷êàõ B1 è A1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü O � öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AIB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠OB1A = ∠OA1B.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì òî÷êó O′ � ñåðåäèíó äóãè AB (äóãà íå ñîäåðæèò òî÷êó C), îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ëåììå î òðåçóáöå ïîëó÷àåì O′A = O′I = O′B.
Ñëåäîâàòåëüíî, O′ ðàâíîóäàëåííà îò âñåõ òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà AIB, ïîýòîìó
O = O′.
Òàê êàê O � ñåðåäèíà äóãè AB, òî ∠ACO = ∠BCO. Ê òîìó æå CB1 = CA1

êàê êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç îäíîé òî÷êè. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëü-
íèê B1CO ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1CO ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè. Íî
òîãäà ∠OB1A = ∠OA1B êàê âíåøíèå óãëû ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ. �



10. (20 áàëëîâ) Äàííûé ïðÿìîóãîëüíèê íà ðèñóíêå çàäàéòå êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé
îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèå |x|+ |y| = 1 çàäàåò êâàäðàò ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è
âåðøèíàìè â åäèíèöàõ íà îñÿõ. Âñå ïðÿìîóãîëüíèêè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû ýòîìó
êâàäðàòó, ïîýòîìó óðàâíåíèå ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà èùåì â âèäå

k|bx− ay|+ |bx+ ay − ba| = d.

Êîýôôèöèåíòû k è d âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâëÿëèñü ðå-
øåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäõîäÿò k = 1 è d = ba. Îòâåò

|bx− ay|+ |bx+ ay − ba| = ba. �

Ðåøåíèå: Íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ïðèäóìàëè áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå: óðàâíåíèå
√
x ·
√
a− x = 0

çàäàåò äâå ïðÿìûå x = 0 è x = a, óðàâíåíèå
√
y ·
√
b− y = 0

çàäàåò äâå ïðÿìûå y = 0 è y = b. Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
√
x ·
√
a− x · √y ·

√
b− y = 0

êîòîðîå çàäàåò ÷åòûðå ïðÿìûå x = 0, x = a, y = 0 è y = b â ÎÄÇ. À îáëàñòü
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé 0 6 x 6 a è 0 6 y 6 b. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
çàäàåò íàø ïðÿìîóãîëüíèê. �


