
III Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà Óíèâåðñèòåòà Èííîïîëèñ ïî ìàòåìàòèêå

10 êëàññ

1. Â ìåøêå íàõîäèòñÿ 20 øàðèêîâ òðåõ öâåòîâ: áåëûå, ÷åðíûå
è êðàñíûå. Êàæäîãî öâåòà áûë õîòÿ áû îäèí øàðèê. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî åñëè óäâîèòü ÷èñëî áåëûõ øàðèêîâ â ìåøêå, òî âå-
ðîÿòíîñòü äîñòàòü áåëûé øàðèê ñòàíåò íà 1

5 ìåíüøå ÷åì ïåð-
âîíà÷àëüíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòàòü êðàñíûé øàðèê (äî óäâîå-
íèÿ áåëûõ). Íàéäèòå ñêîëüêî áûëî øàðèêîâ êàæäîãî öâåòà.

(Ì. Ïîïîâ)

Îòâåò: 5 áåëûõ, 3 ÷åðíûõ è 12 êðàñíûõ.
Ðåøåíèå: Ïóñòü áûëî x øàðèêîâ áåëîãî öâåòà, y � ÷åð-

íîãî è z � êðàñíîãî. Òàê êàê âñåãî øàðèêîâ áûëî 20, òî
x + y + z = 20. Òîãäà ïåðâîíà÷àëüíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòàòü
êðàñíûé øàðèê ðàâíà

p1 =
z

x + y + z
=

z

20
,

à âåðîÿòíîñòü äîñòàòü áåëûé øàðèê ïîñëå óäâîåíèÿ áåëûõ
ðàâíà

p2 =
2x

2x + y + z
=

2x

x + 20
.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå

p1 − p2 =
1

5
=⇒ z

20
− 2x

x + 20
=

1

5
èëè

z · (x + 20) · 5− 2x · 20 · 5 = 20 · (x + 20).

Äåëèì îáå ÷àñòè íà 5 è ïðèâîäèì ïîäîáíûå ÷ëåíû

zx + 20z − 44x = 80 =⇒ (x + 20)(44− z) = 800.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òàê êàê x+ y+ z = 20 è êàæäûé öâåò
ïðèñóòñòâîâàë, òî 20 < x + 20 < 40. Ñðåäè äåëèòåëåé 800
òîëüêî 25 è 32 óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íåðàâåíñòâó. Ðàçáèðàåì
îáà ýòèõ ñëó÷àÿ:

I) Ïóñòü x+20 = 25, òîãäà 44−z = 32. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå
x = 5, z = 12 è y = 3.
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II) Ïóñòü x+20 = 32, òîãäà 44−z = 25. Ïîëó÷àåì x = 12,
z = 19, íî òîãäà èõ äîëæíî áûòü áîëüøå 20. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðåâ îáà ñëó÷àÿ, ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ðåøå-
íèå åäèíñòâåííî (x, y, z) = (5, 3, 12). �

2. Â çèìíþþ øêîëó ïðèåõàëî âñåãî 40 äåâî÷åê. Ó êàæäîé èç
íèõ åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî ïîäðóã ñðåäè äðóãèõ ïðèåõàâøèõ. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî âñåõ äåâî÷åê ìîæíî ðàññåëèòü ïî äâîå òàê,
÷òîáû â êàæäîé êîìíàòå æèëè ïîäðóãè. Ïîñëå ýòîãî äâå ïî-
äðóãè, æèâøèå â îäíîé êîìíàòå, ïîññîðèëèñü. Âåðíî ëè, ÷òî
ïî-ïðåæíåìó âñåõ äåâî÷åê ìîæíî ðàññåëèòü ïî äâîå òàê, ÷òî-
áû â êàæäîé êîìíàòå æèëè (íåïîññîðèâøèåñÿ) ïîäðóãè?

(Ä. Ìóñàòîâ)

Ðåøåíèå: Íåò, íå âåðíî. Ïóñòü èìåþòñÿ 4 îñîáûå äåâî÷-
êè À, Á, Â è Ã. Ïðè÷åì A äðóæèò ñ Á è Â, Á äðóæèò ñ À
è Â, Â äðóæèò ñ À, Á è Ã, Ã äðóæèò òîëüêî ñ Â. Îñòàëüíûå
36 äåâî÷åê äðóæàò, íàïðèìåð, ïî êðóãó. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
ïîññîðèëèñü äåâî÷êè À è Á, òî ðàññåëèòü íèêàê íå ïîëó÷èòñÿ.
�

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî

a3 − b3 = 633 · p
ãäå p � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî. (Ì. Ïîïîâ)

Îòâåò: a = 16, b = 13.
Ðåøåíèå: Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà ìíîæè-

òåëè

(a− b)(a2 + ab + b2) = 3 · 211 · p =⇒
=⇒ (a− b)((a− b)2 + 3ab) = 3 · 211 · p.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 3, ñëåäîâàòåëüíî õîòÿ
áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà 3. Åñëè

a− b ... 3 =⇒ (a− b)2 + 3ab ... 3

è íàîáîðîò

(a− b)2 + 3ab ... 3 =⇒ (a− b)2 ... 3 =⇒ a− b ... 3
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Ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 9, çíà÷èò
3 · 211 · p ... 9. Ïîëó÷àåì, ÷òî p ... 3, à òàê êàê p ∈ P, òî p = 3.

Â èòîãå ïîëó÷àåì òàêîå óðàâíåíèå

(a− b)((a− b)2 + 3ab) = 32 · 211,
ïðè÷åì îáà ñîìíîæèòåëÿ ïîëîæèòåëüíû è äåëÿòñÿ íà 3. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî âòîðîé ñîìíîæèòåëü áîëüøå ïåðâîãî, ïîýòîìó
âîçìîæåò òîëüêî îäèí âàðèàíò ðàçáèåíèÿ íà ìíîæèòåëè{

a− b = 3,

(a− b)2 + 3ab = 3 · 211.
Âûðàæàåì a è ïîäñòàâëÿåì âî âòîðîå óðàâíåíèå

9 + 3(b + 3)b = 3 · 211 =⇒ b2 + 3b− 208 = 0.

Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è ïîëó÷àåì êîðíè

b1 =
−3− 29

2
= −16 è b1 =

−3 + 29

2
= 13.

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîýòîìó a = 16 è
b = 13. �

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(x2 − 6x + 8− a)(x− a2 + 6a− 8) = 0

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.
(Ð. Àëèøåâ)

Îòâåò: a ∈ {−1} ∪
{

5
2 ±

√
13
2

}
∪
{

7
2 ±

√
17
2

}
Ðåøåíèå: Ðåøàòü çàäà÷ó áóäåì ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.

Çàìåíèì a íà y è íàðèñóåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â
ïëîñêîñòè Oxy.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå[
y = x2 − 6x + 8,
x = y2 − 6y + 8.

Ãðàôèê ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòî ïàðàáîëà ñ âåòâÿìè íàïðàâ-
ëåííûìè ââåðõ, à ãðàôèê âòîðîãî óðàâíåíèÿ � ïàðàáîëà ïî-
âåðíóòàÿ íà 90◦ (ñì. ðèñóíîê). Ïðè÷åì ïðè çàìåíå x↔ y ïåð-
âàÿ ïàðàáîëà ïåðåõîäèò âî âòîðóþ è íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x, à çíà÷èò äâå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïàðàáîë ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Òàê êàê èñõîäíîå
óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, òî
ïðÿìàÿ y = a äîëæíà ïåðåñåêàòü îáå íàøè ïàðàáîëû ðîâíî
â äâóõ òî÷êàõ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà òàêîå âîçìîæíî òîëüêî
â ïÿòè òî÷êàõ: êîãäà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ïåðâîé
ïàðàáîëû èëè êîãäà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë. Ðàçáåðåì îáà ýòèõ ñëó÷àÿ:

I) Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëû. Âåðøèíà
èìååò êîîðäèíàòû (− b

2a;−
D
4a) = (3;−1). Òîãäà ïîëó÷àåì ïðÿ-

ìóþ y = −1.
II) Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïà-

ðàáîë. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû{
y = x2 − 6x + 8,

x = y2 − 6y + 8.
=⇒

=⇒ y = (y2 − 6y + 8)2 − 6(y2 − 6y + 8) + 8 =⇒

=⇒ y4 − 12y3 + 46y2 − 61y + 24 = 0.

Ïðè÷åì äâå èç íèõ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ y = x, òî åñòü èç
óðàâíåíèÿ

y = y2 − 6y + 8 =⇒ y2 − 7y + 8 = 0.

Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà êâàäðàòíûé è ïî-
ëó÷èì

y4 − 12y3 + 46y2 − 61y + 24 = (y2 − 7y + 8)(y2 − 5y + 3) = 0.
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Òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì íàéòè âñå ÷åòûðå òî÷êè: y = 7
2 ±

√
17
2

è y = 5
2 ±

√
13
2 . Èòàê, ìû ïîëó÷àåì ïÿòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà

a ∈ {−1} ∪
{
5

2
±
√
13

2

}
∪
{
7

2
±
√
17

2

}
. �

5. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå K. Íà ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê îòðåçêó BC â òî÷êå B âçÿòà òî÷êà L òàêàÿ, ÷òî
AL = BL. Íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó BC â òî÷êå C âçÿ-
òà òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî AM = CM . Äîêàæèòå, ÷òî K, L è
M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ì. Ïîïîâ)

Ðåøåíèå:

Òàê êàê AL = LB è ∠LBC = 90◦, òî L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíåAB è ïåðïåíäèêóëÿðà
ê ñòîðîíå BC â òî÷êå B. Àíàëîãè÷íîM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíåAC è ïåðïåíäèêóëÿðà
ê ñòîðîíå BC â òî÷êå C. Ïóñòü B1 è C1 � ñåðåäèíû ñòîðîíAC
è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êàO � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêàABC (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäè-
êóëÿðîâ).
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Çàìåòèì, ÷òî

∠CMO = ∠CMB1 = 90◦ −∠MCB1 =

= ∠ACB =
1

2
∠AOB = ∠BOL

è

∠BLO = ∠BLC1 = 90◦ −∠LBC1 =

= ∠ABC =
1

2
∠AOC = ∠COM

Ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè 4BLO è 4COM ïîäîáíû ïî
äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñòîðîíû è âûñîòû ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïóñòü òàêæå
R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî åñòü R = OA = OB =
OC. Òîãäà ïîëó÷àåì òàêèå ñîîòíîøåíèÿ

BL

R
=

R

CM
=
BC1

CB1
=
BA

CA
=⇒

(
BA

CA

)2

=
BL

R
· R

CM
=
BL

CM

Òàê êàê KA � êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC, òî 4KAB ∼ 4KCA. Ïîýòîìó

BA

AC
=
KA

KC
=
KB

KA
=⇒

(
BA

AC

)2

=
KA

KC
· KB
KA

=
KB

KC

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè

BL

CM
=

(
BA

AC

)2

=
KB

KC

Ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè K, L è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. �
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