
11 êëàññ.

1. Íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f(x) äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé x óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó

f(x+ 1) + f(x− 1) =
√
3f(x).

Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ïåðèîäè÷íà è ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. 3f(x) =
√
3f(x+1)+

√
3f(x−1) = f(x+2)+f(x)+f(x)+f(x−2). Îòêóäà

f(x) = f(x + 2) + f(x − 2) = f(x + 4) + f(x) + f(x − 2), ò. å. f(x + 4) = −f(x − 2)

ïðè âñåõ x ∈ R. Òîãäà f(x) = −f(x+ 6) = f(x+ 12). Ôóíêöèÿ f(x) = cos
πx

6
+ sin

πx

6
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

2. Äâå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü M è N � ñåðåäèíû

ñòîðîí BC è CD ñîîòâåòñòâåííî, à P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AN è DM . Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè AP = 4PN , òî ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ðåøåíèå. 1) Ïóñòü AB‖CD. Ïðîâåäåì ñðåäíþþ ëèíèþ MK, ïóñòü L � òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ MK è AN . Ïóñòü PN = x, òîãäà ïî óñëîâèþ AN = 5 · PN = 5x. Ïî-

ñêîëüêó KL � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â 4ADN , òî LN = 2,5x. Ñëåäîâàòåëüíî, LP = 1,5x.

Òðåóãîëüíèêè DPN è LPM î÷åâèäíî ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 1,5. Îáî-

çíà÷èì CN = DN = a, òîãäà LM = 1,5a. Êðîìå òîãî, KL = 0,5a, ïîòîìó ÷òî ýòî

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ. Òîãäà KM = KL+LM = 2a = CD. Íî åñëè ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

ðàâíà îäíîìó èç îñíîâàíèé, òî ýòî ïàðàëëåëîãðàìì (óäâîåííàÿ ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ðàâíà

ñóììå îñíîâàíèé).

2) Ïóñòü BC‖AD. Ïðîâåäåì ñðåäíþþ ëèíèþ NK, ïóñòü L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ NK

è DM . Òðåóãîëüíèêè APD è LPN î÷åâèäíî ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ 4.

Òîãäà åñëè AD = 4a, òî LN = a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî CM = 2a (LN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ

â 4CDM). Êðîìå òîãî, BM = CM . Òîãäà BC = 2a + 2a = 4a = AD è ABCD �

ïàðàëëåëîãðàìì.

3. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + ax2 + bx− 1 èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî P (−1) < −8.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 + x3 = −a, x1x2 + x2x3 + x1x3 = b è x1x2x3 = 1.

P (−1) = −1 + a− b− 1 = −2− (x1 + x2 + x3)− (x1x2 + x2x3 + x1x3) = −2− (x1 + x2 +

x3 +
1

x3
+

1

x1
+

1

x2
) = −2− (x1 +

1

x1
)− (x2 +

1

x2
)− (x3 +

1

x3
) < −2− 2− 2− 2 = −8.

4. Íà ñôåðå ðàäèóñà 1 ðàñïîëîæåíî n òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ïîïàð-

íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè íå áîëüøå n2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A1, . . . , An äàííûå òî÷êè, O � öåíòð ñôåðû. Îáî-

çíà÷èì ~xi =
−−→
OAi. Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè

S =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(~xi − ~xj)
2 =

1

2

n n∑
i=1

~xi
2 + n

n∑
j=1

~xj
2 − 2

n∑
i=1

n∑
j=1

~xi ~xj

 =

= n2 −
n∑

i=1
~xi ·

n∑
j=1

~xj = n2 −
(

n∑
i=1

~xi

)2

6 n2.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

3|x+ 3a|+ |x+ a2|+ 2x = a

íå èìååò ðåøåíèÿ.

Îòâåò: (−∞; 0) ∪ (10;+∞)



Ðåøåíèå. Ñïîñîá I. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3|x + 3a| + |x + a2| + 2x − a.

f ′(x) = 3 · x+ 3a

|x+ 3a|
+

x+ a2

|x+ a2|
+ 2, x1 = −3a è x2 = −a2 êðèòè÷åñêèå. Ïðè x < x1 è

x < x2 f
′(x) = −2 =⇒ f ↘; ïðè x > x1 x > x2 f

′(x) = 6 =⇒ f ↗. Ñâåðõó ôóíêöèÿ

f íå îãðàíè÷åíà, îíà íåïðåðûâíà, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå −3a:
åñëè −3a < x < −a2, òî f ′(x) = 4 > 0; åñëè æå −a2 < x < −3a, òî f ′(x) = 0. Âñå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû f(−3a) > 0. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

|a2 − 3a| > 7a⇐⇒
[
a2 − 3a > 7a,

a2 − 3a < −7a ⇐⇒
[
a > 10,

a < 0.

Ñïîñîá II. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3|x+3a|+|x+a2|+2x−a. Íàì òðåáóåòñÿ íàéòè

âñå òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ÷òî f(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íèãäå íà ÷èñëîâîé îñè.

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé îñè.

Îáîçíà÷èì x1 = −3a, x2 = −a2. Ñðàâíèì ýòè ÷èñëà: x1 > x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a2 − 3a > 0, ò.å., a ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).

1) Ïóñòü x1 > x2, ò.å., a ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞). Íà èíòåðâàëå (−∞, x1] îáà ìîäóëÿ ðàñ-

êðûâàþòñÿ ñ ìèíóñîì è f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì −4, ñëå-
äîâàòåëüíî, óáûâàåò. Íà îòðåçêå [x2, x1] ïåðâûé ìîäóëü ðàñêðûâàåòñÿ ñ ìèíóñîì, âòî-

ðîé � ñ ïëþñîì, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ. Íà èíòåðâàëå [x1,+∞)

ôóíêöèÿ f(x) � ëèíåéíàÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 6, ñëåäîâàòåëüíî, âîçðàñòàåò. Èç

âûøåóêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ôóíêöèÿ f(x) > f(x1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå f(x) = 0 íå èìåëî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

f(x1) > 0.

Èìååì f(x1) = | − 3a + a2| − 6a − a = a2 − 10a. Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà a2 − 10a > 0

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (−∞, 0) ∪ (10,+∞). Âñå îíî ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå (−∞, 0) ∪
(3,+∞).

2) Ïóñòü x1 < x2, ò.å., a ∈ (0, 3). Òîãäà íà èíòåðâàëå (−∞, x2] îáà ìîäóëÿ ðàñêðûâàþòñÿ
ñ ìèíóñîì è f(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì −4, ñëåäîâàòåëüíî,
óáûâàåò. Íà îòðåçêå [x1, x2] ïåðâûé ìîäóëü ðàñêðûâàåòñÿ ñ ïëþñîì, âòîðîé � ñ ìè-

íóñîì, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) � ëèíåéíàÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 4. Íà èíòåðâàëå

[x2,+∞) ôóíêöèÿ f(x) � ëèíåéíàÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 6, ñëåäîâàòåëüíî, âîç-

ðàñòàåò íà îáîèõ ýòèõ ïðîìåæóòêàõ. Òîãäà x = x1 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè è äëÿ

òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå f(x) = 0 íå èìåëî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

f(x1) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x1) = | − 3a + a2| − 6a − a = 3a − a2 − 7a = −(a2 + 4a).

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà −a(a + 4) > 0 ñëóæèò èíòåðâàë (−4, 0). Îí èìååò ïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå ñ ìíîæåñòâîì (0, 3), ñëåäîâàòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå íè îäíî çíà÷åíèå a íå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

3) Ïóñòü x1 = x2, ò.å., a ∈ {0, 3}. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2)

òî÷êà x = x1 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè, è, îïÿòü æå, f(x1) = 0 + 0− 7a äîëæíî

áûòü ïîëîæèòåëüíî, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = 0 è a = 3.


