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Решение варианта № 1 

1. В турнире по волейболу участвовало n команд из города A и 2n из города B. Каждая команда 

сыграла ровно одну игру с каждой другой командой. Отношение числа побед, одержанных 

командами из города B, к числу побед, одержанных командами из города A, равно 3 : 4. Найдите n, 

если известно, что ничьих в турнире не было.                                                                  (12 баллов) 

Решение. Количество игр, в которых участвовали только команды из города A равно 
( 1)

2

n n
.  

В этих играх команды из города A одержали 
( 1)

2

n n
 победу. Количество игр, в которых 

участвовали только команды из города B равно 
(2 1)2

2

n n
. В этих играх команды из города B 

одержали (2 1)n n  победу. Число встреч команд города A с командами города B равно 22 .n  Пусть 

m – число побед в этих встречах, одержанных командами из города A, тогда команды из города B 

одержали в этих встречах 22n m  побед. Всего команды из города A одержали 
( 1)

2

n n
m


  побед, 

а из города B одержали 2(2 1) 2n n n m    побед. По условию имеем 
2

( 1)
42 ,

(2 1) 2 3

n n
m

n n n m





  

 

2 23 3 6 32 8 8 ,n n m n n m      214 29 5 ,m n n   
229 5

,
14

n n
m


  

2
229 5

2 ,
14

n n
n


  2 5 0.n n   Число n 

может быть равно 1, 2, 3, 4, 5. Подстановкой в равенство 
229 5

,
14

n n
m


  получаем, что m является 

целым числом только при n = 5. 

Ответ: 5.  

 

2. Какую наименьшую площадь может иметь фигура на плоскости ,Oxy расположенная между 

прямыми 11x    и 1x  , ограниченная снизу осью x , а сверху – касательной к графику функции 

3 4y x    с абсциссой 0x  точки касания, лежащей в промежутке 011 1x   ?           (12 баллов) 

 

Решение. Составим уравнение касательной к графику 

функции 3 4y x    в точке с абсциссой 0x : 

0 0

0

1
( ) 3 4 .

2 4
касy x x x

x
     


 

Фигурой является трапеция с основаниями, равными 

( 11)касy   и (1).касy  Высота трапеции равна 12. Имеем 

0 0

0

1
( 11) (11 ) 3 4 ,

2 4
касy x x

x
     


 0 0

0

1
(1) ( 1) 3 4 ,

2 4
касy x x

x
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5. Найдите множество значений выражения 
2 2 2

cos sin
,

a x b x c

a b c

 

 
 где x, a, b, с – произвольные числа, 

такие, что 2 2 2 0a b c   .  (20 баллов) 

 

Решение: Пусть ( ; ; ),n a b c  (cos ;sin ;1).m x x Тогда 2 2 2 ,n a b c    2.m   Рассмотрим 

функцию 
2 2 2

cos sin
( , , , ) cos 2 cos ,

a x b x c n m
f x a b c m

na b c
 

  
   

 
 где  - угол между векторами 

n  и m . Множеством значений функции f  является отрезок [ 2; 2].E     

Ответ: [ 2; 2].E    

 

6. В кубе 
1 1 1 1ABCDA BC D  со стороной a точка K  является серединой ребра 

1 1BC , точка L  лежит на 

ребре 
1 1,C D  причем 

1 12 ,D L C L  точка N  является серединой ребра 
1AA . Постройте сечение куба 

плоскостью, проходящей через точки K, L, N. Опишите алгоритм построения сечения. Найдите 

площадь полученного сечения.                                                  (20 баллов) 

 

Решение:  

Алгоритм: 

1) Соединяем K и L. E – точка пересечения прямых 

KL и A1B1. 

2) Соединяем E и N. F – точка пересечения прямых 

EN и BB1. 

3) G – точка пересечения прямых KL и A1D1. 

4) M – точка пересечения прямых GN и DD1. 

5) FKLMN – искомое сечение. 

  - угол наклона плоскости сечения к плоскости 

 A1B1 C1D1.  

    1 1 1

2 2 212 11
.

cos cos cos 12cos

A B KLDпр

сеч

SS a a a
S

   


      

1

2 2 2 2 2

1 2 2( 4 12 3) 2 3.A KLAP KL S a a a a a         

2

1 2 (3 ) 4 13,AP a KL a   
1

2 2

4 8
cos .

7713 4 16 13

a
A P NP

a a
   

 
 

211 77
.

96
сеч

a
S        

Ответ: 
211 77

.
96

a
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Решение варианта № 2 

1 В турнире по баскетболу участвовало n команд из города A и 2n из города B. Каждая команда 

сыграла ровно одну игру с каждой другой командой. Отношение числа побед, одержанных 

командами из города B, к числу побед, одержанных командами из города A, равно 14 : 19. Найдите 

n, если известно, что ничьих в турнире не было.                                                                         (12 баллов) 

Решение. Количество игр, в которых участвовали только команды из города A равно 
( 1)

2

n n
. В 

этих играх команды из города A одержали 
( 1)

2

n n
 победу. Количество игр, в которых участвовали 

только команды из города B равно 
(2 1)2

2

n n
. В этих играх команды из города B одержали (2 1)n n  

победу. Число встреч команд города A с командами города B равно 22 .n  Пусть m – число побед в 

этих встречах, одержанных командами из города A, тогда команды из города B одержали в этих 

встречах 22n m  побед. Всего команды из города A одержали 
( 1)

2

n n
m


  побед, а из города B 

одержали 2(2 1) 2n n n m    побед. По условию имеем 
2

( 1)
192 ,

(2 1) 2 14

n n
m

n n n m





  

 

2 27 7 14 76 19 19 ,n n m n n m      233 69 12 ,m n n   
223 4

,
11

n n
m


  

2
223 4

2 ,
11

n n
n


  2 4 0.n n   

Число n может быть равно 1, 2, 3, 4. Подстановкой в равенство 
223 4

11

n n
m


  получаем, что m 

является целым числом только при n = 4. 

Ответ: 4.  

 

2. Какую наименьшую площадь может иметь фигура на плоскости ,Oxy расположенная между 

прямыми 26x    и 2x  , ограниченная снизу осью x , а сверху – касательной к графику функции 

5 4y x    с абсциссой 0x  точки касания, лежащей в промежутке 026 2x   ?             (12 баллов) 

 

Решение. Решение. Составим уравнение касательной к 

графику функции 5 4y x    в точке с абсциссой 0x

: 

0 0

0

1
( ) 5 4 .

2 4
касy x x x

x
     


 

 

Фигурой является трапеция с основаниями, равными ( 26)касy   и (2).касy  Высота трапеции равна 28. 

Имеем 

0 0

0

1
( 26) (26 ) 5 4 ,

2 4
касy x x

x
     


 0 0

0

1
(2) ( 2) 5 4 ,

2 4
касy x x

x
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0 0
0

0 0

12 20
14( ( 26) (2)) 14 10 2 4 14 10 .

4 4
кас кас

x x
S y y x

x x

    
           

       

 Находим производную 

0 0

3
0 0

20 7( 12)
14 .

4 (4 )

x x
S

x x

   
   

   

 Наименьшее значение функция 
0( )S x  принимает при 

0 12,x  

min ( 12) 504.S S        

Ответ: 504. 

 

3. Найдите все натуральные числа  2,n   для которых верно равенство 24 2 20 13 33,n nx y n n     

где  1 2 2 3 ( 1) ,nx n n        2 2 2 21 2 3 ( 1) .ny n                    (20 баллов) 

Решение: Пусть 
2( 1)

1 2 .
2 2

n

n n n n
z n

 
      Имеем 

 

 

1 2 1 1 2 1

2 2 2

1

1 2 2 3 ( 1) (2 3 ) (3 4 ) (( 1) )

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

1
( 1) ( 1) (1 1 2 2 ( 1) ( 1)

2

1
( 1) ( 1) ( ) .

2

n

n n n n n n

n n

x n n n n n n n

z z z z z z n z z z z

n n n n n

n n n y z

 



                  

             

            

    

 

Подставим полученное выражение в равенство 24 2 20 13 33.n nx y n n     Получаем  

  2

12 ( 1) ( 1) ( ) 2 20 13 33,n n nn n n y z y n n       
22( 1) ( 1) ( 1) 20 13 33,n n n n n n n      

( 1)(2 ( 1) ) ( 1)(20 33),n n n n n n       22 19 33 0,n n   11.n   

Ответ: 11.n   

 

4. Площадь выпуклого четырехугольника  ABCD  равна 40. На сторонах ,AB  ,BC  ,CD  AD  

выбраны точки , , ,K L M N  соответственно, причем  : : : : .AK AB BL BC CM CD DN AD    

Найдите отношение : ,AK KB  если площадь четырехугольника KLMN равна 25.           (20 баллов) 

 

Решение: : , : ,AK AB x DN AD x    

: ( ) : 1 ,AN AD AD ND AD x     

(1 ) .AKN ABDS x x S   Аналогично получаем (1 ) .CLM BCDS x x S   Тогда 

(1 ) 100 (1 ).AKN CLM ABCDS S x x S x x      

Аналогично  (1 ) 40 (1 ).BLK DNM ABCDS S x x S x x      Отсюда 

40 80 (1 ).KLMNS x x    Имеем уравнение 25 40 80 (1 ),x x  

216 16 3 0,x x    1 4x   или 3 4.x    

Ответ: 1 4  или 3 4 . 
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5.  Найдите множество значений выражения 
2 2 2

cos sin 2a x b x c

a b c

 

 
 где x, a, b, с – произвольные числа, 

такие, что 2 2 2 0a b c   .                    (20 баллов) 

Решение: Пусть ( ; ; ),n a b c  (cos ; sin ;2).m x x  Тогда 2 2 2 ,n a b c    5.m   Рассмотрим 

функцию 
2 2 2

cos sin 2
( , , , ) cos 5 cos ,

a x b x c n m
f x a b c m

na b c
 

  
   

 
 где  - угол между 

векторами n  и m . Множеством значений функции f  является отрезок [ 5; 5].E     

Ответ: [ 5; 5].E    

 

6. В кубе 
1 1 1 1ABCDA BC D  со стороной a точка K  является серединой ребра 

1 1BC , точка L  лежит на 

ребре 
1 1,C D  причем 

1 13 ,D L C L  точка N  является серединой ребра 
1AA . Постройте сечение куба 

плоскостью, проходящей через точки K, L, N. Опишите алгоритм построения сечения. Найдите 

площадь полученного сечения.                                                    (20 баллов) 

Решение:  

Алгоритм: 

1) Соединяем K и L. E – точка пересечения 

прямых KL и A1B1. 

2) Соединяем E и N. F – точка пересечения 

прямых EN и BB1. 

3) G – точка пересечения прямых KL и A1D1. 

4) M – точка пересечения прямых GN и DD1. 

5) FKLMN – искомое сечение. 

  - угол наклона плоскости сечения к плоскости 

 A1B1 C1D1.  

    1 1 1

2 2 216 15
.

cos cos cos 16cos

A B KLDпр

сеч

SS a a a
S

   


      

1

2 2 2 2 2

1 2 2( 4 3 8 16) 5 8.A KLAP KL S a a a a a         

2

1 5 (8 ) 5 2,AP a KL a   
1

2 2

5 5
cos .

302 5 4 5 4

a
A P NP

a a
   

 
 

23 30
.

16
сеч

a
S        

Ответ: 
23 30

16

a
. 
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Решение варианта № 8 

1. Вычислите коэффициент при 80x   в многочлене 
2 80 3(1 )x x x     после приведения подобных 

членов.                                                                                                               (12 баллов) 

 

Решение: 
2 80 3 2 80 2 80 2 80(1 ) (1 )(1 )(1 )x x x x x x x x x x x x                  

Пусть после раскрытия скобок слагаемое p q rx x x   получается, если множитель px выбирается их 

первой скобки, qx - из второй скобки, rx - из третьей скобки. Тогда 
80,p q rx x x x    80,p q r    

0 , , 80, , , .p q r p q r N    Нужно вычислить количество таких слагаемых при раскрытии скобок. 

Пусть 0,p   количество различных сумм 80q r  равно 81. Пусть 1,p   количество различных 

сумм 79q r   равно 80. И так далее. Пусть 80,p   количество различных сумм 0q r  равно 1. 

Вычислим общее количество таких слагаемых:
82 81

1 2 3 81 3321.
2


        

Ответ: 3321. 

 

2. Найдите площадь фигуры, координаты ( ; )x y  точек которой удовлетворяют системе неравенств

 
2 2

4

1 3 0,

log ( 6 2 26) 3.

x y

x y y x

    


    
        (12 баллов) 

 

Решение. {
|𝑥 + 1| − |𝑦 + 3| ≥ 0;

log4((𝑥 + 1)
2 + (𝑦 + 3)2 − 36) ≤ 3.

 

Замена: u=x+1, v=y+3/ 

Имеем: {
|𝑢| − |𝑣| ≥ 0;

36 ≥ 𝑣2 + 𝑢2 ≤ 100.
 

Площадь фигуры равна 𝑆 =
𝜋(100−36)

2
= 32𝜋. 

Ответ: 32𝜋. 

 

3. Какая наименьшая площадь может быть у круга с центром в начале координат, который имеет общие 

точки с графиком функции 
6 4

3

x
y

x
  ?                   (16 баллов) 

Решение. ( ; ( ))x f x  принадлежит окружности с радиусом r 

2 2
2 2 2 2

2

6 4 36 25
( ) 16

3 9

x x
r f x x x

x x

 
        

 

4
2

3 3

72 50 2(25 36 9)
( )

9 16

x x
r

x x

 
     ,   

2
min min min18 5, 4 .x S r     

Ответ: 4 . 

4.  Из точки C  проведена касательная к окружности радиуса  52  с центром в точке O , точка A  является 

точкой касания. Отрезок СO  пересекает окружность в точке B . Из точки B  восстановлен перпендикуляр 

к прямой BC  до пересечения с прямой AC  в точке F . Найдите радиус описанной около треугольника 

ABC  окружности, если 2BF .                   (20 

баллов) 
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Решение:  

Так как BF  и AF  отрезки касательных, 2BF AF  .  

Прямоугольные треугольники AOC  и BFС подобны, 
BF

OA

BC

AC

FC

OC
 . 

Пусть BCyCFx  , . 

Тогда   
2 5 2

5
y x

x y

 
     

2 5 5,

2 5,

y x

x y

  


 

  
5 10 5 ,

2 5 ,

y x

x y

  


 

       
3,

5.

x

y






 

В треугольнике  ABC  имеем  5AC ,   5BC , 
3

2

53

52
sin 

OC

AO
OCA ,  

3

5
cos OCA .   

Отсюда по теореме косинусов получаем   

3

40

3

1
510525cos2222  OCABCACBCACAB ,  

3

102
AB . 

Тогда  
2

30

232

3102

sin2
оп 









OCA

AB
R .     

Ответ: 2/30 . 

 

5. Найдите все значения x, при которых неравенство  
3 2 23( 2) (1 2 ) 6 4 5 0a x a x x a a         

выполняется хотя бы для одного a ∈ [−2;1].  

Решение:  
3 32 2 2 3( 2 4) 2 6 5 0a x x a x x x         

Найдем x, при которых для всех a ∈ [−2;1] выполняется неравенство 

3 32 2 2 3( 2 4) 2 6 5 0.a x x a x x x         

Обозначим 
3 32 2 2 3( ) ( 2 4) 2 6 5f a a x x a x x x        . Тогда  

( 2) 0,

(1) 0,

f

f

 



 

3 2 3

3 2 3

3 6 9 0,

3 3 6 0,

x x

x x x

   


  

     

3 ,t x    
2

2

2 3 0,

( 2) 0,

t t

t t t

   


   

  1 [0; 2],t      1 [0;8].x    

При ( ; 1) ( 1; 0) (8; ).x          

Ответ: ( ; 1) ( 1; 0) (8; )       

F 

O 

B 

C 

A x 

y 
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6. Основанием пирамиды SABC служит равнобедренный треугольник ABC, причем AB = BC = 3, AC = 5. 

Высотой пирамиды SABC является отрезок SO, где O – точка пересечения прямой, проходящей через вершину 

B параллельно стороне AC, и прямой, проходящей через C перпендикулярно стороне AC. Найдите расстояние 

от центра вписанной в треугольник ABC окружности до плоскости, содержащей боковую грань BSC, если 

высота пирамиды равна  7 12.                                              (20 баллов) 

Решение:  

3,AB BC b    5,AC a  1( , )d O BSC  

 

2 22, 4,OB a OC b a  

2 24

4

OB OC a b a
OK

BC b

 
   

 
2 22 4

2( 2 )

ABC

ABC

S a b a
r

P a b


 


, ,LK r  в треугольнике OSK  имеем 

 
2

, ,
2

OT OK OT b
d

d LK a b


 


  

 

2 2, ,SO h h OK OT h OK     

2 2

2 2 2 2 2 2 2

4
,

16 (4 )

h OK ha b a
OT

h OK h b a b a

 
 

  
 

2 2

2 2 2 2 2

2 4 35 11
.

396( 2 ) 16 (4 )

hab b a
d

a b h b a b a


 

  
 

 

 

 

Ответ: 
35 11

396
. 
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	Решение:  Имеем геометрическую прогрессию  причем  для любого номера  Таким образом,  и являются натуральными числами. По условию или   Натуральное число при любом есть нечетное число, следовательно, где
	1)  Если  то
	a) При получаем уравнение которое не имеет натуральных решений (дискриминант  равен 5 при , и равен 53 при
	c) При ,  получаем уравнение                         При этом
	2) Если  то
	a) При ,  получаем уравнение    При этом
	b) При ,  получаем уравнение  которое не имеет натуральных решений ().
	c) При ,  получаем уравнение                         При этом
	d) При ,  получаем уравнение                      При этом
	3) Если то  Для полученного биквадратного уравнения  вычислим дискриминант . Поскольку при число  делится на 3, то  не делится на 3, и  является иррациональным числом. Следовательно, уравнение  натуральных корней не имеет.
	Ответ: задача имеет четыре решения: 1) ; 2) ; 3) ; 4) .
	Решение:  Рассмотрим второе уравнение системы   Следовательно,
	Выясним, при каких значениях параметра a уравнение  (*) имеет два различных решения, если
	1) Выясним, при каких a точки  , ,  являются решениями уравнения (*).
	не является решением ни при каком a;
	является единственным решением уравнения (*) при , поскольку
	;
	является решением (*) при поскольку при подстановке  в уравнение (*) имеем   При  уравнение (*) имеет второе решение удовлетворяющее поставленным условиям. Следовательно, при  система имеет единственное решение.
	2) Пусть  и . При этом уравнение (*) будет иметь два различных решения, удовлетворяющих условию если  где . Имеем , , приходим к системе неравенств , и
	2. Найдите все натуральные значения , при которых  , и .                                                                                                                    (12 баллов)
	3. Найдите множество значений функции   где ,  для любого натурального числа n.                                             (16 баллов)
	Решение:  Проведем биссектрисы углов  и  углов  и  соответственно. Так как  ,  то треугольник  прямоугольный,  . Пусть  ─  точка пересечения  с основанием  . Тогда треугольник   равнобедренный, так как
	Средняя линия трапеции  равна . Пусть высота трапеции   равна  . По условию имеем    ,  .
	Пусть  и  ─ высоты трапеции . Тогда , .   Пусть , .  С другой стороны, . Имеем     .  Итак,
	,  , .
	Ответ:   .
	имеет два различных решения на отрезке . Укажите эти решения для каждого найденного .
	2. Решите неравенство                          (12 баллов)
	3. Найдите множество значений функции   где ,  для любого натурального числа n.                                             (16 баллов)
	4. В равнобедренном треугольнике с снованием , боковая сторонаравна 2, отрезок  является биссектрисой. Через точку  проведена касательная  к окружности, описанной около треугольника , точка  лежит на стороне . Найдите площадь треугольника , если .    ...
	Решение: Найдем сначала множество значений функции  Имеем    . Функция    принимает значения  . Рассмотрим функцию , определенную на полуинтервале . Графиком  этой функции  является гипербола с асимптотами   и . Функция   на промежутке  неограниченно ...
	Обозначим  Угол   Применим теорему синусов для треугольников  и :   Приходим к уравнению  Поскольку  то  Имеем  Тогда получаем
	Ответ: .
	имеет два различных решения на отрезке . Укажите эти решения для каждого найденного .
	4. Решите неравенство   (20 баллов)
	Решение:
	ОДЗ:        .
	Ответ: .
	Решение. Центры окружностей лежат на биссектрисах углов. Поэтому
	1. Найдите все целые решения системы уравнений                         (12 баллов)
	2. Решите неравенство                                          (12 баллов)
	3. Студент написал программу перекрашивания пикселя в один из 128 различных цветов. Эти цвета он занумеровал натуральными числами от 1 до 128, причем основные цвета получили следующие номера: белый цвет - номер 1, красный – 5, оранжевый – 13, желтый –...
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