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Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1.

×èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà x íåêîòîðîãî òåïëîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

x3 − 3x = t,

ãäå t � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, èçìåðÿåìàÿ â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ. Ïî
íåêîòîðûì òåõíîëîãè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì êîðåíü äîëæåí áûòü åäèíñòâåí-
íûì. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ t óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x0? Îöå-
íèòå ñíèçó àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ýòîãî êîðíÿ è ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííóþ
îöåíêó óëó÷øèòü íåëüçÿ.

Ðåøåíèå.

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè y = x3− 3x, çàìåòèâ, ÷òî ýòà ôóíê-
öèÿ íå÷åòíàÿ, îáðàùàåòñÿ â 0 ðîâíî â òðåõ òî÷êàõ x = 0,±

√
3, (1;−2) ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, à (−1; 2) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, ôóíêöèÿ
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè x > 1 è íåîãðàíè÷åííî óáûâàåò ïðè x < −1.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êîðíåé ðàâíî
3, åñëè |t| < 2,
2, åñëè |t| = 2,
1, åñëè |t| > 2.
Åäèíñòâåííûé êîðåíü åñòü â òî÷íîñòè ïðè |t| > 2.

Äàëåå îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó êîðíÿ x ïðè |t| > 2. Èç ãðàôèêà
âèäíî, ÷òî |x| >

√
3. Ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå òî÷íóþ îöåíêó, ðàññìàòðèâàÿ

íåðàâåíñòâà x3− 3x > 2 ïðè t > 2 è x3− 3x < −2 ïðè t < −2. Çàìå÷àÿ, ÷òî
x3 = 2 + 3x ïðè x = 2, à òàêæå x3 = −2 + 3x ïðè x = −2, íàõîäèì |x| > 2.

Äîïóñòèìî òàêæå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà òîì íàáëþäå-
íèè, ÷òî ïðåäåëüíûé (ïðîìåæóòî÷íûé) ñëó÷àé äâóõ êîðíåé ñîîòâåòñòâóåò
ñèòóàöèè, êîãäà îäíèì èç êîðíåé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà.

Îòâåò.

Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü â òî÷íîñòè ïðè |t| > 2.
Äëÿ ýòîãî êîðíÿ ñïðàâåäëèâî íåð-âî |x| > 2.

Çàäà÷à 2.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàK ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
2[x] + y = 3/2,

([x]− x)2 − 2[y] = K.



Çäåñü [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü

x =M + a, y = N + b, M,N ∈ Z, a, b ∈ [0; 1).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 2M +N + b = 3/2 è òîãäà

b = 0, 5, N = 1− 2M.

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå:

(−a)2 − 2(1− 2M) = K.

Òîãäà
a = 0, K = 4M − 2, x =M, y = 3/2− 2M.

Îòâåò.
Eñëè K = 4M − 2, ãäå M ∈ Z, òî x =M , y = 3/2− 2M .
Ïðè äðóãèõ K ðåøåíèé íåò.

Çàäà÷à 3.

Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõP è Q. Ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Q, ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B,
à êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì â ýòèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåC. Äîêà-
æèòå, ÷òî îòðåçêè AQ è CB âèäíû èç òî÷êè P ïîä îäèíàêîâûìè óãëàìè.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé ∠BAC =
∠QPA, ∠CBA = ∠BPQ. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BPA + ∠ACB = ∠BAC +
∠ACB+∠CBA = π, ò.å. ÷åòûðåõóãîëüíèêAPBC âïèñàííûé (ðèñ.1). Çíà÷èò,
∠BPC = ∠BAC = ∠QPA, ÷.ò.ä.

Ðèñ.1.



Äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, íàïðè-
ìåð, íà ðèñ.2 ∠ACB = ∠CAQ − ∠CBQ = (π − ∠QPA) − (π − ∠QPB) =
∠APB è ∠QPA = ∠BAC = ∠BPC.

Ðèñ.2.

Çàäà÷à 4.

Ïðè îáðàáîòêå ÷èñëîâûõ äàííûõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå

S(x, y) = (x+ y)/2

è ðåøàòü óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå. Íàéäèòå âñå êî-
íå÷íûå (ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ) ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà X
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a è b èç X ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò êîðåíü x óðàâíåíèÿ

S(a, x) = b.

Ðåøåíèå. Èìååì
S(a, x) = b ⇔ x = 2b− a. (1)

Òðåáóåìûì â óñëîâèè çàäà÷è ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî

X = {a}, a ∈ (−∞;∞), (2)

òàê êàê S(a, a) = a.
Äîïóñòèì äàëåå, ÷òî ìíîæåñòâîX ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷-

íûõ ýëåìåíòà c, d, ïðè÷åì c < d (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè). Äëÿ óðàâíå-
íèÿ S(d, x) = c íàõîäèì, ñîãëàñíî (1), x = 2c − d. Çàòåì äëÿ óðàâíåíèÿ
S(d, x) = 2c − d ïîëó÷àåì x = 4c − 3d, ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå
S(d, x) = 4c − 3d è ïîëó÷àåì x = 16c − 15d. Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì,
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé

c, 2c− d, 4c− 3d, 16c− 15d, . . . . (3)



Ïîêàæåì, ÷òî âñå åå ÷ëåíû xn = 2nc − (2n − 1)d, n = 0, 1, 2, . . . , ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî xn = xm ïðè n 6= m, òî, ïðåîáðàçóÿ ðàâåí-
ñòâî, ïîëó÷èì (2m − 2n)c = (2m − 2n)d, îòêóäà c = d, ýòî íåâîçìîæíî. Èòàê,
ìíîæåñòâîX ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3),
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî.

Îòâåò: â òî÷íîñòè âñå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâàX = {a}, a ∈ (−∞;∞).

Çàäà÷à 5.

Þíûé õàêåð æåëàåò èçìåíèòü îöåíêè â ýëåêòðîííîì æóðíàëå. Íî ïðè èç-
ìåíåíèè îäíèõ îöåíîê èçìåíÿþòñÿ è äðóãèå, à èìåííî: à) åñëè îí óâåëè÷èâàåò
íà 2 êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê, òî ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî äâîåê óìåíüøàåòñÿ íà 1;
á) åñëè îí óâåëè÷èâàåò íà 1 êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê, òî êîëè÷åñòâî äâîåê óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà 2; â) åñëè îí óìåíüøàåò íà 2 êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê, òî êîëè÷åñòâî
äâîåê óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1; ã) åñëè îí óìåíüøàåò íà 1 êîëè÷åñòâî ïÿòåðîê, òî
êîëè÷åñòâî äâîåê óìåíüøàåòñÿ íà 2. Ìîæåò ëè îí, ñîâåðøàÿ òàêèå îïåðàöèè,
ïðåâðàòèòü ñâîè 3 ïÿòåðêè è 30 äâîåê â 30 ïÿòåðîê è 3 äâîéêè?

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni (i = 1, 2, 3, 4) êîëè÷åñòâî äåéñòâèé êàæäîãî èç ÷åòûðåõ
âîçìîæíûõ òèïîâ. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó (ïåðâîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâó-
åò èçìåíåíèþ êîëè÷åñòâà ïÿòåðîê, âòîðîå � äâîåê){

2n1 + n2 − 2n3 − n4 = 30− 3 = 27,

−n1 + 2n2 + n3 − 2n4 = 3− 30 = −27.

Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà äâà è ñëîæèì ñ ïåðâûì.

5n2 − 5n4 = −27

èëè
5(n2 − n4) = −27.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, âåëè÷èíàm = n2−n4 ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Îäíàêî
óðàâíåíèå 5m = −27 íå èìååò ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò. Íå ìîæåò.
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