
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà.

Çàäà÷à 1.

Íà ôàêóëüòåòå ÿäåðíîãî äèðèæàáëåñòðîåíèÿ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî â ïðîöåíò-
íîì îòíîøåíèè ìàëü÷èêîâ íà ïåðâîì êóðñå áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ íà âñåì
ôàêóëüòåòå. Êîãî (â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè) áîëüøå � ïåðâîêóðñíèêîâ ñðå-
äè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà èëè âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ
ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà?

Ðåøåíèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
m � êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ íà 1 êóðñå,
M � êîëè÷åñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ íà ôàêóëüòåòå,
k � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà 1 êóðñå,
K � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà âñåì ôàêóëüòåòå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,
m

k
>
M

K
.

Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
m

M
è

k

K
.

Èç óñëîâèÿ ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ äðîáü áîëüøå.

Îòâåò: äîëÿ ïåðâîêóðñíèêîâ ñðåäè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà áîëüøå,
÷åì äîëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà

Çàäà÷à 2.

Ðåøèòå óðàâíåíèå
x2 − [x] = 2019,

â êîòîðîì [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Ðåøåíèå.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x â âèäå x = m+ α, ãäå m � öåëîå,
α ∈ (0, 1), òî [x] = m = x − α. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

x2 − x+ α = 2019.

Ïîñêîëüêó α ∈ (0, 1), òî

2018 ≤ x2 − x ≤ 2019.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2 − x. Ýòî ïàðàáîëà ñ êîðíÿìè 0 è 1 è ñ
âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ.
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Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå, ðàñïîëîæåíîì ëåâåå òî÷êèx = 0 è íà íåêîòîðîì äðóãîì îòðåçêå,
ðàñïîëîæåíîì ïðàâåå òî÷êè x = 1. Ðàññìîòðèì èõ ïî î÷åðåäè.

Ïóñòü x < 0. Ëåãêî âû÷èñëèòü (óñòíî), ÷òî

f(−45) = (−45)2 + 45 = 2025 + 45 > 2019,

f(−44) = (−44)(−45) = 452 − 45 < 2018.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå x ∈ (−45,−44). Â ýòîì ñëó÷àå [x] = −45 è èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x2 − (−45) = 2019.

Åãî ðåøåíèåì (îòðèöàòåëüíûì) ÿâëÿåòñÿ x1 = −
√
1974.

Ïðè x > 1 àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì (òàêæå óñòíî)

f(45) = (45)2 − 45 = 2025− 45 < 2018,

f(46) = 46 · 45 = 452 + 45 > 2019.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå x ∈ (45, 46). Â ýòîì ñëó÷àå [x] = 45 è èñõîäíîå
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x2 − 45 = 2019.

Åãî ðåøåíèåì (òåïåðü ïîëîæèòåëüíûì) ÿâëÿåòñÿ x2 =
√
2064.

Îòâåò: x1 = −
√
1974, x2 =

√
2064.

Çàäà÷à 3.

Òðàíñïîðòíàÿ êîìïàíèÿ ¾Ïèàíîãðóç¿ ñïåöèàëèçèðóåòñÿ íà ïåðåâîçêå òÿ-
æåëûõ ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ. Ïîñëå òîãî, êàê â àâòîìàøèíå êîìïàíèè
áûëè îáîðóäîâàíû ìåñòà äëÿ ãðóç÷èêîâ, îñòàëñÿ ãðóçîâîé îòñåê â ôîðìå êâàä-
ðàòà ñî ñòîðîíîé 3 ì. Èçîáðàçèòå â êîîðäèíàòàõ ¾äëèíà � øèðèíà¿ ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò çàäàâàòü ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî èíñòðóìåíòà,
ïîìåùàþùåãîñÿ â ãðóçîâîé îòñåê. Ñ÷èòàéòå, ÷òî îáîðóäîâàíèå êóçîâà ïîç-
âîëÿåò çàêðåïèòü èíñòðóìåíò â ëþáîì ïîëîæåíèè, à îãðàíè÷åíèÿ ïî âûñîòå
îòñóòñòâóþò.

Ðåøåíèå.

1. Ïîñêîëüêó íàêëîíåííûé (ïîñòàâëåííûé íà ðåáðî) èíñòðóìåíò â ïðîåê-
öèè íà äíî îòñåêà îáðàçóåò ïðÿìîóãîëüíèê, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïëîñ-
êóþ çàäà÷ó î ïðÿìîóãîëüíèêå âíóòðè êâàäðàòà. Ïóñòü äëèíà èíñòðóìåíòà
ðàâíà l, øèðèíà h. Îáîçíà÷èì äëèíó ñòîðîíû êâàäðàòíîãî êóçîâà a.
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì î÷åâèäíûé ñëó÷àé, êîãäà èíñòðóìåíò ïîìåùàåòñÿ
âäîëü (èëè, ÷òî òî æå, ïîïåðåê) êóçîâà. Â ýòîì ñëó÷àå l ≤ a, h ≤ a.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà l > a.
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2a. Ïóñòü äëèííàÿ ñòîðîíà èíñòðóìåíòà
(ïðÿìîóãîëüíèêà) KLMN ïàðàëëåëüíà äèà-
ãîíàëè êâàäðàòà (ñì. ðèñ. 2à).
Ïîñêîëüêó ∠MAO = 45◦, à MN ⊥ AC, òî
4MAO � ðàâíîáåäðåííûé è MO = OA. Èç
àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ 4CLK è ðà-
âåíñòâà ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ äðóã äðóãó ñëå-
äóåò, ÷òî LM +MN = AC.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè KN ‖ AC ñòîðîíû ëþ-
áîãî âïèñàííîãî â êâàäðàò ïðÿìîóãîëüíèêà
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

l + h = a
√
2.

2b. Ïóñòü òåïåðü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà
KLMN íå ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðà-
òà (ñì. ðèñ. 2á).
Ïóñòü ∠NKB = α. Òîãäà ∠KLC =
∠MNA = α (êàê óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè ñòîðîíàìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè NKB, KLC ïî-
äîáíû, à 4KLC = 4MNA (ïî ãèïîòåíóçå
è îñòðîìó óãëó).

Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ 4NKB è 4KLC ðàâåí k. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç u è w ñòîðîíû MA è AN , òî

AB = a = w + k u,

CB = a = u+ k w,

îòêóäà (k − 1)w = (k − 1)u.
Åñëè k 6= 1, òî ñîêðàùàÿ, ïîëó÷àåìw = u, ò.å. òðåóãîëüíèêèMAN è LCK

ðàâíîáåäðåííûå. Åñëè æå k = 1, òî óêàçàííûå òðåóãîëüíèêè ðàâíîáåäðåííû
ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîðîíû LM è KN ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëè
AC.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âñå ÷åòûðå âåðøèíû âïèñàííîãî â êâàäðàò
ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì êâàäðàòà.
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3. Çàôèêñèðóåì äëèíó ñòîðîíû l è âûÿñíèì,
êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
øèðèíà h ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ïðÿìî-
óãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî áóäåì ìûñëåííî âðàùàòü
åãî, íà÷èíàÿ ñ ïîëîæåíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî äèà-
ãîíàëè. Íà ðèñ 3 îòìå÷åíî, êàê áóäóò äâèãàòüñÿ
åãî âåðøèíû.
Ââåäåì îñè êîîðäèíàò Cx, Cy êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Ðàññìîòðèì äèàãîíàëü LN . Êâàäðàò
åå äëèíû ìîæíî íàéòè èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà (ïóíêòèðíîãî), îäèí êàòåò êîòîðîãî
ðàâåí a, äðóãîé ðàâåí ðàçíîñòè îðäèíàò òî÷åê
L è N , êîòîðàÿ ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíèêà
óìåíüøàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëü LN áóäåò óìåíüøàòüñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, áó-

äåò óìåíüøàòüñÿ øèðèíà h. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà ñîîòâåòñòâóåò
èñõîäíîìó ïîëîæåíèþ, ïðè êîòîðîì l + h = a

√
2.

Îñòàåòñÿ èçîáðàçèòü â êîîðäèíàòíûõ îñÿõ l − h òðåóãîëüíèê, îòñåêàåìûé
â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïðÿìîé h ≤ a

√
2− l, è ñîâìåñòèòü äâà ïîëó÷åííûõ ìíîæå-

ñòâà.

Îòâåò. Èñêîìîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïîêàçàíî íèæå âåðòèêàëüíîé øòðèõîâ-
êîé.
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Çàäà÷à 4.

×åòûðå áðèãàäû ðàçðàáàòûâàëè îòêðûòûì ñïîñîáîì ìåñòîðîæäåíèå óãëÿ
â òå÷åíèå òðåõ ëåò, ðàáîòàÿ ñ ïîñòîÿííîé äëÿ êàæäîé áðèãàäû ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòüþ. Íà âòîðîì ãîäó èç-çà ìåòåîóñëîâèé â òå÷åíèå ÷åòûðåõ ìåñÿöåâ
ðàáîòû íå âåëèñü, à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ íà äîáû÷å áðèãàäû ðàáîòàëè ïî-
î÷åðåäíî (ïî îäíîé). Îòíîøåíèå âðåìåí ðàáîòû ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé è
÷åòâåðòîé áðèãàä è êîëè÷åñòâà äîáûòîãî óãëÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: â ïåð-
âûé ãîä 4:1:2:5 è 10 ìëí. ò.; âî âòîðîé ãîä 2:3:2:1 è 7 ìëí.ò.; â òðåòèé ãîä
5:2:1:4 è 14 ìëí. ò. Ñêîëüêî óãëÿ äîáûëè áû çà 4 ìåñÿöà ýòè ÷åòûðå áðèãàäû,
ðàáîòàÿ âìåñòå?

Ðåøåíèå. Ïóñòü i-ÿ áðèãàäà äîáûâàåò çà ìåñÿö xi óãëÿ. Òîãäà èìååì ñè-
ñòåìó 

4x1 + x2 + 2x3 + 5x4 = 10,

2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 7,

5x1 + 2x2 + x3 + 4x4 = 14,

Ñëîæèâ óäâîåííîå ïåðâîå óðàâíåíèå ñ óòðîåííûì âòîðûì è âû÷òÿ òðåòüå
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

9(x1 + x2 + x3 + x4) = 27.

Òîãäà
4(x1 + x2 + x3 + x4) = 12.

Îòâåò: 12 ìëí.ò.

Çàäà÷à 5.

Îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïîäåëèëè íà 22019 ðàâíûõ ÷àñòåé. Äîêà-
æèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî õîðäû, ñòÿãèâàþùåé îäíó
òàêóþ ÷àñòü, ñîñòàâëÿåò ðîâíî ïîëîâèíó îò âåëè÷èíû√

2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

2018 äâîåê

.

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì (âíåìàñøòàáíî)∠AOB, ñîñòàâëÿþùèé îäíó 22019-þ ÷àñòü îêðóæ-
íîñòè. Îáîçíà÷èì åãî α. ßñíî, ÷òî

α =
2π

22019
=

π

22018
.
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A B

O

H

Â óñëîâèè äàíà ôîðìóëà äëÿ OH.
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
OHB ñ ãèïîòåíóçîé OB = 1 è ñ îñò-

ðûì óãëîì BOH =
α

2
ïîëó÷àåì, ÷òî

OH = OB cos
α

2
= cos

α

2
.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

cos

(
π

22019

)
=

1

2
·
√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

2018 äâîåê

.

Îáîáùèì òðåáóåìóþ ôîðìóëó (äîìíîæèâ ïðåäâàðèòåëüíî íà 2)

2 cos

(
π

2n+1

)
=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

n äâîåê

(∗)

è äîêàæåì åå ïî èíäóêöèè. Òîãäà ïðè n = 2018 áóäåì èìåòü òðåáóåìîå.
Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 1 î÷åâèäíà:

2 cos

(
π

22

)
=
√
2.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî èç
âåðíîñòè ôîðìóëû (∗) áóäåò ñëåäîâàòü âåðíîñòü ôîðìóëû

2 cos

(
π

2n+2

)
=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n+1) äâîåê

.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ (∗)√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n+1) äâîåê

=

√
2 +

√
2 + . . .+

√
2︸ ︷︷ ︸

(n) äâîåê

=

√
2 + 2 cos

(
π

2n+1

)

Îáîçíà÷èì β =
π

2n+1
. Òåïåðü îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå

2 cos
β

2
=
√
2 + 2 cos β



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

äëÿ óãëà β ∈ (0, π/2). Âîçâîäÿ îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà â êâàäðàò è äåëÿ íà
2, ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó êîñèíóñà ïîëîâèííîãî óãëà

cos2
β

2
=

1 + cos β

2
.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (∗) âåðíà ïðè ëþ-
áîì n ≥ 1. Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü n = 2018.
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