
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿. Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï. Ðåøåíèÿ

ÇÀÄÀÍÈÅ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Âàðèàíò 17101 äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1.

Íà ôàêóëüòåòå ÿäåðíîãî äèðèæàáëåñòðîåíèÿ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî â ïðîöåíò-
íîì îòíîøåíèè ìàëü÷èêîâ íà ïåðâîì êóðñå áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ íà âñåì
ôàêóëüòåòå. Êîãî (â ïðîöåíòíîì îòíîøåíèè) áîëüøå � ïåðâîêóðñíèêîâ ñðå-
äè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà èëè âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ
ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà?

Ðåøåíèå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
m � êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ íà 1 êóðñå,
M � êîëè÷åñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ íà ôàêóëüòåòå,
k � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà 1 êóðñå,
K � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ íà âñåì ôàêóëüòåòå.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,
m

k
>
M

K
.

Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
m
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è

k

K
.

Èç óñëîâèÿ ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ äðîáü áîëüøå.

Îòâåò: äîëÿ ïåðâîêóðñíèêîâ ñðåäè âñåõ ìàëü÷èêîâ ôàêóëüòåòà áîëüøå,
÷åì äîëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà ñðåäè âñåõ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà

Çàäà÷à 2.

Ìîæåò ëè ÷èñëî n2+n+17 äåëèòüñÿ íà 2019 ïðè êàêèõ-ëèáî íàòóðàëüíûõ
n? Ëèáî íàéäèòå òàêîå ìèíèìàëüíîå n, ëèáî äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

Ðåøåíèå.

Ðàçëîæèì äåëèòåëü: 2019 = 3 · 673.
×èñëî n2 äàåò ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 1 (÷òî ëåêãî ïðîâåðèòü, íà-

ïðèìåð, ñîñòàâëÿÿ òàáëèöó îñòàòêîâ)

n n mod 3 n2 mod 3

0 0 0

1 1 1

2 2 1
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Ïîýòîìó ÷èñëî n2 + n áóäåò äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòêè 0 è 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, n2 + n+ 17 íå êðàòíî 3, à, çíà÷èò, íå äåëèòñÿ íà 2019.

Îòâåò: òàêèõ n íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 3.

Äâà ïëîâöà ïðîâîäÿò òðåíèðîâêè íà êàðüåðå ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Ïåð-
âîìó óäîáíåå âûõîäèòü íà óãîë êàðüåðà, ïîýòîìó îí ïðîïëûâàåò ïî äèàãîíàëè
äî ïðîòèâîïîëîæíîãî óãëà è îáðàòíî. Âòîðîìó ïëîâöó óäîáíåå íà÷èíàòü èç
òî÷êè, êîòîðàÿ äåëèò îäèí èç áåðåãîâ êàðüåðà â îòíîøåíèè 2018 : 2019. Îí
ïðîïëûâàåò ïî ÷åòûðåõóãîëüíèêó, ïîñåùàÿ ïî îäíîé òî÷êå íà êàæäîì áå-
ðåãó, è âîçâðàùàåòñÿ ê ìåñòó ñòàðòà. Ìîæåò ëè âòîðîé ïëîâåö òàê âûáðàòü
òî÷êè íà òðåõ äðóãèõ áåðåãàõ, ÷òîáû åãî ïóòü áûë êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî?
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè
ê ìåíüøåìó?

Ðåøåíèå.

Èçîáðàçèì ïðÿìîóãîëüíûé êàðüåð ADCD è âïèñàííûé â íåãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíûé ìàðøðóò âòîðîãî ïëîâöà NLMK.

Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî ÷åðòåæ ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CD, çàòåì
îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû CB′, íàêîíåö, îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû A′B′.
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Ïî ïîñòðîåíèþ îòðåçêèND è N ′D′ ðàâíû è ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AA′N ′N � ïàðàëëåëîãðàìì, è åãî ñòîðîíà NN ′ ðàâíà óäâîåííîé
äèàãîíàëè èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà AC (ò.å. äëèíå ïóòè ïåðâîãî ïëîâöà).
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ßñíî, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ NK, KM ′, M ′L′ è L′N ′ ðàâíà ïåðèìåòðó
÷åòûðåõóãîëüíèêà NLMK (ò.å. äëèíå ïóòè âòîðîãî ïëîâöà).

Íî äëèíà ëîìàíîé NKM ′L′N ′ íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà NN ′, ÿâëÿþùå-
ãîñÿ êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè N è N ′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå (êîðî÷å) ïóòè ïåðâîãî.

Ïóòè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè, åñëè ïåðåíåñòè (ïîëüçóÿñü ñèììåòðèåé ïî-
ñòðîåíèÿ) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà NN ′ ñî ñòîðîíàìè DC, CB′ è B′A′ íà
èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê. (Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ òàêèì îáðà-
çîì ôèãóðà áóäåò ïàðàëëåëîãðàììîì, íî ýòî íå âõîäèò â ïîñòàíîâêó çàäà÷è.)

Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè ïóòè ïëîâöîâ áóäóò ðàâíû è èõ îòíîøåíèå áóäåò
ðàâíî 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññóæäåíèÿõ íèãäå íå èñïîëüçîâàíî òî, â êàêîé ïðîïîðöèè
èñõîäíàÿ òî÷êà N äåëèò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêàAD.

Îòâåò:

ïóòü âòîðîãî ïëîâöà íå ìîæåò áûòü êîðî÷å, ÷åì ó ïåðâîãî;
ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå äëèíû áîëüøåãî ïóòè ê ìåíüøåìó ðàâíî 1.

Çàäà÷à 4.

Â êëàäîâîé Ïîí÷èêà è â êëàäîâîé Ñèðîï÷èêà çàïàñåíî ñóììàðíî 100 êã
âàðåíüÿ. Íà ïîåäàíèå ñâîèõ çàïàñîâ ó êàæäîãî êîðîòûøêè óøëî îäèíàêîâîå
âðåìÿ íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ðàçíîé ïðîæîðëèâîñòüþ. ¾Åñëè áû
ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, òî ÿ áû ñúåë åãî çà 45 äíåé¿ � çàÿâèë òîâàðèùó
Ïîí÷èê. ¾À åñëè áû ìîé çàïàñ áûë ðàâåí òâîåìó, ÿ áû ñúåë åãî âñåãî çà 20
äíåé¿ � îòâåòèë Ñèðîï÷èê. Êàêîå êîëè÷åñòâî âàðåíüÿ è ñ êàêîé ïðîæîðëè-
âîñòüþ ñúåë êàæäûé èç êîðîòûøåê?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü Ïîí÷èê èìååò x êã âàðåíüÿ, à Ñèðîï÷èê � â n ðàç áîëüøå, ò.å. nx

êã. Òîãäà ïðîæîðëèâîñòü Ïîí÷èêà ðàâíà
nx

45
, à ïðîæîðëèâîñòü Ñèðîï÷èêà

x

20
.

Òîãäà ðàâåíñòâî âðåìÿ ïîåäàíèÿ çàïàñîâ äàåò óðàâíåíèå

x

nx/45
=

nx

x/20
,

îòêóäà

n2 =
45

20
=

9

4
,

ñëåäîâàòåëüíî, n =
3

2
.

Èç óðàâíåíèÿ

x+
3

2
· x = 100
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íàõîäèì x = 40. Òàêèì îáðàçîì, ó Ïîí÷èêà áûëî ïðèïàñåíî 40 êã âàðåíüÿ,
à ó Ñèðîï÷èêà � 60 êã.

Èõ ïðîæîðëèâîñòü ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî
60

45
=

4

3
êã/äåíü è

40

20
= 2 êã/äåíü.

Îòâåò:

Ïîí÷èê: 40 êã âàðåíüÿ,
4

3
êã/äåíü;

Ñèðîï÷èê: 60 êã âàðåíüÿ, è 2 êã/äåíü.

Çàäà÷à 5.

Âåðíî ëè íåðàâåíñòâî√
2019 +

√
2019 + . . .+

√
2019︸ ︷︷ ︸

2019 ðàç

< 2019 ?

Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

xn =

√
2019 +

√
2019 + . . .+

√
2019︸ ︷︷ ︸

n ðàç

ßñíî, ÷òî xn > 0. Âîçâîäÿ íåðàâåíñòâî xn < 2019 â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

x2n = 2019 + xn−1 < 20192

èëè, ÷òî òî æå
xn−1 < 20192 − 2019.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 2019 < 20192 − 2019. Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà
xn−1 < 2019 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî xn < 2019 äëÿ ëþáîãî íîìåðà n.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî x1 =
√
2019 < 2019. Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî. Òå-

ïåðü ïåðåõîäÿ îò íåðàâåíñòâà äëÿ x1 ê íåðàâåíñòâó äëÿ x2 è òàê äàëåå, ïîëó-
÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî äëÿ x2019 áóäåò âåðíûì.
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