
ÇÀÄÀ×À 2 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Çà ãîä öåíû íà ýíåðãîíîñèòåëè
èçìåíèëèñü ïî çàêîíó y = 2ax3 + ax2, ãäå x � ïðåæíÿÿ öåíà, y �
íîâàÿ öåíà, a � ïàðàìåòð, çàäàâàåìûé ïðîèçâîäèòåëåì. Ìîãóò ëè
ïðè ýòîì âñå öåíû èç èíòåðâàëà (100; 200) îñòàòüñÿ â íåì æå?

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïîëîæèì y = y(x) = 2ax3 + ax2, b = 100, c = 200.
Åñëè a ≤ 0, òî y ≤ 0, íå ïîïàäàåò â èíòåðâàë (b; c).
Ïóñòü a > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ y(x) âîçðàñòàåò, ïîýòîìó y(b) < y(x) < y(c).

Äëÿ ïîïàäàíèÿ y â èíòåðâàë (b; c) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ
x èç (b; c) âûïîëíÿëèñü íåð-âà y(b) ≥ b, y(c) ≤ c. Ïðåîáðàçóåì èõ:

2ab3 + ab2 ≥ b, 2ac3 + ac2 ≤ c ⇔ ab2 + ab ≥ 1, 2ac2 + ac ≤ 1 ⇔

1

2b2 + b
≤ a ≤ 1

2c2 + c
,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê b < c.

ÎÒÂÅÒ: íå ìîãóò.

ÇÀÄÀ×À 3 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ).
Òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç òðåõ àãðåãàòîâ, èõ ýíåðãîïî-

òðåáëåíèå

E1 =
√
ρ2 + 2t2 − 5, E2 =

√
3ρ2 + 2t2 − 6, E3 = 2

√
ρ2 + t2 + 1

çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ρ è òåìïåðàòóðû t îêðóæàþùåé ñðåäû. Êàêî-
âî ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå âñåõ òðåõ àãðåãàòîâ
è ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ρ, t îíî äîñòèãàåòñÿ?

ÐÅØÅÍÈÅ. Îáîçíà÷èì ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â E1 è E2 ÷åðåç a è b.
Òîãäà E3 =

√
a+ b+ 15, a cóììàðíîå ýíåðãîïîòðåáëåíèå

E(a, b) = E1 + E2 + E3 =
√
a+
√
b+
√
a+ b+ 15.

Âñå òðè ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû è âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì a è b, ïîýòîìó
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ E(a, b) ïðèíèìàåò ïðè a = b = 0, îíî ðàâíî√
15. Îñòàåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé a(ρ, t) = b(ρ, t) = 0 îòíîñèòåëüíî

ρ è t. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî ρ > 0 (ýòî ïëîòíîñòü).

ÎÒÂÅÒ.
√
15 ïðè ρ =

1√
2
, t = ±3

2
.



ÇÀÄÀ×À 9 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëü-
íîå n òàêîå, ÷òî

sin (2n◦) = sin (2017n◦).

ÐÅØÅÍÈÅ. Èìååì

sinx = sin y ⇔ (x = y + 360◦k èëè x = 180◦ − y + 360◦k, k ∈ Z) ⇔

⇔ (x− y = 360◦k èëè x+ y = 180◦(2k + 1), k ∈ Z).

Åñëè x = 2017n◦, y = 2n◦, òî x − y = 2015n◦, x + y = 2019n◦, ïîýòîìó
ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ[

2015n = 360k,
2019n = 180(2k + 1).

Ñîêðàòèâ ïåðâîå íà 5, âòîðîå � íà 3, ïîëó÷èì[
403n = 72k, (1)
673n = 60(2k + 1). (2)

×èñëà 403 è 72 âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó èç (1) íàõîäèìn = 72. Äàëåå, ÷èñëa
673 è 60 òàêæå âçàèìíî ïðîñòûå è èç (2) íàõîäèì n = 60. Âûáèðàÿ ìèíèìóì
èç 72 è 60, ïîëó÷àåì

ÎÒÂÅÒ: n = 60.



ÇÀÄÀ×À 11 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Ìíîãî÷ëåí

f(x) = x2 + px+ q

èìååò êîðíè f(0) è f(1). Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû f(x) è ðå-
øèòå íåðàâåíñòâî (0, 1)f(x) < 10.

ÐÅØÅÍÈÅ. Èìååì x1 = f(0) = q è x2 = f(1) = 1 + p + q. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé: x1 = x2. Òîãäà q = 1 + p + q, îòêóäà p = −1. Çíà÷èò,
f(x1) = f(q) = q2 − q + q = 0, ò. å. q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x) = x2 − x.

Âòîðîé ñëó÷àé: x1 6= x2. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà x1+x2 = 1+p+2q = −p,
îòêóäà p = −(q+1

2). Ïîñêîëüêó f(x1) = f(q) = q2+pq+q = q2−q(q+1
2)+q = 0,

òî q = 0 è p = −1
2 . Â ýòîì ñëó÷àå f(x) = x2 − 1

2x.

Íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó 10−f(x) < 10, îòêóäà f(x) > −1.
Ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ x â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

ÎÒÂÅÒ: f(x) = x2 − x èëè f(x) = x2 − 1
2x; x ∈ R.

ÇÀÄÀ×À 12 (ÄËß 9 ÊËÀÑÑÀ). Çèìíèé äâîðåö (÷åòâåðòûé)
â Ïåòåðáóðãå âîçâåäåí Ôðàí÷åñêî Áàðòîëîìåî Ðàñòðåëëè â 1754�
1762 ãã. äëÿ èìïåðàòðèöû Åëèçàâåòû Ïåòðîâíû. Îêîí â íåì íà 1828
áîëüøå, ÷åì ëåñòíèö, à êîìíàò è ëåñòíèö âìåñòå 1617. Åñëè ÷èñëî
ëåñòíèö óâåëè÷èòü â 10 ðàç, òî ðåçóëüòàò áóäåò íà 775 ìåíüøå ÷èñëà
îêîí. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîìíàò, îêîí è ëåñòíèö.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü x, y, z � ÷èñëî îêîí, êîìíàò è ëåñòíèö ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x− z = 1828, (1) y + z = 1617, (2) x− 10z = 775. (3)

Âû÷èòàÿ (3) èç (1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì 9z = 1053. Èç
íåãî íàõîäèì z = 117. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì x = 1828 + z = 1945 è èç (2)
íàõîäèì y = 1617− z = 1500.

ÎÒÂÅÒ: 1500 êîìíàò, 1945 îêîí, 117 ëåñòíèö.



ÇÀÄÀ×À 20 (ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ). Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê (x, y) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

[2x− 3y] = 2[x]− 3[y], [2x+ 3y] = 2[x] + 3[y],

ãäå [z] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà z.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà x, y â âèäå x = M + x0, y = N + y0,
ãäå M = [x], N = [y] � èõ öåëûå, x0, y0 � äðîáíûå ÷àñòè, x0, y0 ∈ [0; 1).
Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

[2x± 3y] = [2(M + x0)± 3(N + y0)] = (2M ± 3N) + [2x0 ± 3y0],

2[x]± 3[y] = 2[M + x0]± 3[N + y0] =

= (2M ± 3N) + (2[x0]± 3[y0]) = (2M ± 3N) + (2x0 ± 3y0),

ïîýòîìó èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì [2x0 ± 3y0] = 2x0 ± 3y0,
ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì 2x0 ± 3y0 ∈ [0; 1). Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ äëÿ x0, y0:

0 ≤ x0 < 1, 0 ≤ y0 < 1, 0 ≤ 2x0 ± 3y0 < 1.

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà:

2x0 − 1

3
≤ y0 <

1− 2x0
3

, y0 ≤
2x0
3
, x0 <

1

2
.

Oáëàñòü íà ïëîñêîñòè (x0, y0) îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðå-
óãîëüíèê OAB ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1/2; 0), B(1/4; 1/6) áåç ñòîðîíû AB.

Òîãäà íà ïëîñêîñòè (x, y) îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå âñåõ òà-
êèõ òðåóãîëüíèêîâ, âûðåçàííûõ èç åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè âåðøèí. Òî÷íåå, îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåóãîëüíè-
êîâ OMNAMNBMN , OMN(M ;N), AMN(M +1/2;N), BMN(M +1/4, N +1/6)
áåç ñòîðîíû AMNBMN , îïðåäåëåííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (M,N).

ÎÒÂÅÒ: îáúåäèíåíèå òðåóãîëüíèêîâ OMNAMNBMN ñ âåðøèíàìè
OMN(M ;N),AMN(M+1/2;N),BMN(M+1/4;N+1/6) áåç ñòîðîíûAMNBMN ,
îïðåäåëåííûõ äëÿ êàæäîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë (M,N).
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