
Âàðèàíò 17091 äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1

×èñëî x íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî ÷èñëî A = x+
1

x
.

a) Âûðàçèòå ÷åðåç A ÷èñëà Bk = xk +
1

xk
äëÿ k = 2, 3, 4, 8.

b) Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ A è x âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
B2 = B4 = B8.

c) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x (è, ñîîòâåòñòâåííî, A) êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ B2 ìèíèìàëüíî? Âû÷èñëèòå ïðè íàéäåííûõ
çíà÷åíèÿõ x âåëè÷èíó

C =

((
x2017 +

1

x2017

)
· 1
2

)2017

.

Ðåøåíèå. 1. Âîçâîäÿ A â ñòåïåíè 2,3, . . . , íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ôîðìóë

B2 =

(
x+

1

x

)2

− 2 = A2 − 2,

B4 =

(
x2 +

1

x2

)2

− 2 = B2
2 − 2 = (A2 − 2)2 − 2,

B8 =

(
x4 +

1

x4

)2

− 2 = B2
4 − 2 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2,

B3 = B2 · A−B1 = (A2 − 2)A− A = A(A2 − 3).

2. Ïóñòü B2 = B4, òîãäà B2 = B2
2 − 2, îòêóäà

B2
2 −B2 − 2 = (B2 + 1)(B2 − 2) = 0.

Åñëè B2 = A2−2 = −1 òî A = ±1. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ A = x+1/x = 1
íåâîçìîæíû. Åñëè x > 0, òî x+ 1/x ≥ 2. Åñëè æå x < 0, òî x+ 1/x < 0.

Åñëè B2 = A2 − 2 = 2, òî A = ±2. Ýòèì çíà÷åíèÿì A ñîîòâåòñòâóþò
x = ±1.

3. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé ðàâíî 1, îíî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ x =
1. Â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñòåïåíè è âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿò-
ñÿ ê îäíîìó ñëîæåíèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèåA = 2,

C = ((1 + 1)/2)2017 = 1.

Îòâåò. 1. B2 = A2 − 2, B3 = A(A2 − 3), B4 = (A2 − 2)2 − 2,
B8 = ((A2 − 2)2 − 2)2 − 2.



2. A = 2, x = 1 èëè A = −2, x = −1.
3. A = 2, x = C = 1.

Çàäà÷à 2

Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì
è åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ
ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí áóäåò ðàâåí 6− x ì3. Ìîæåò ëè çàïàñ
ãàçà â êàêîé-òî ìåñÿö ñîñòàâèòü òî÷íûé êâàäðàò çàïàñà â äðóãîì ìåñÿöå?
Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî ïðè êàêîì çíà÷åíèè çàïàñà è â êàêèå ìåñÿöû?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.
Ïî óñëîâèþ

f0(x) = x, f1(x) = 6− x.
Ïðîñòîé ïðîâåðêîé (ïîïðîáîâàâ ÿâíî ïåðâûå ìåñÿöû) ïîëó÷àåì ÷òî

fn(x) = x äëÿ ÷åòíûõ n,

fn(x) = 6− x äëÿ íå÷åòíûõ n

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ÷åòûðå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ

x2 = 6− x,
(6− x)2 = x,

x2 = x,

(6− x)2 = 6− x.

Èõ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû

x1 = 2 (ðåøåíèå x = −3 îòáðàñûâàåì)
x2 = 4, (ðåøåíèå x = 9 îòáðàñûâàåì, ò.ê. 6− 9 < 0)

x3 = 1, (ðåøåíèå x = 0 îòáðàñûâàåì)

x4 = 5, (ðåøåíèå x = 6 îòáðàñûâàåì, ò.ê. 6− 6 = 0)

Îòâåò:
â ëþáûå äâà ÷åòíûõ ìåñÿöà x1 = 1;
â ëþáûå äâà íå÷åòíûõ ìåñÿöà x2 = 5;
â ëþáîé ÷åòíûé è ëþáîé íå÷åòíûé ìåñÿö x3 = 2, x4 = 4.



Çàäà÷à 3
Ðåøèòå óðàâíåíèå

1− x

1
+
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
= 0.

Ðåøåíèå.
Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå

1− x

1
+
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
=

= −(x− 1) +
x(x− 1)

1 · 2
− x(x− 1)(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4
=

= (x− 1)

(
−1 + x

2
− x(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4

)
=

= (x− 1)

(
1

2
(x− 2)− x(x− 2)

1 · 2 · 3
+
x(x− 2)(x− 3)

1 · 2 · 3 · 4

)
=

=
1

2
(x− 1)(x− 2)

(
1− x

3
+
x(x− 3)

1 · 3 · 4

)
=

=
1

2
(x− 1)(x− 2)

(
−1
3
(x− 3) +

x(x− 3)

1 · 3 · 4

)
=

=
1

2
· 1
3
· 1
4
(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4).

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì âñå êîðíè.

Îòâåò: x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4.

Çàäà÷à 4
Äàí ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå òàêóþ òî÷êó Î âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà, ÷òîáû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AOB, BOC, AOC îòíîñèëèñü êàê
1 : 2 : 3.

Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì îòðåçîê AA1, ñîäåðæàùèé èñêîìóþ òî÷êó O (ñì. ðèñ. íèæå).
Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ 4OBA1 è 4OCA1 îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó òàê

æå êàê äëèíû îòðåçêîâ BA1 ê CA1 (ò.ê. èìåþò îáùóþ âûñîòó, îïóùåííóþ èç
ò. O ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé íàçâàííûå îòðåçêè).

Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ 4ABA1 è 4ACA1. Ïîñêîëüêó 4ABA1 ñîñòàâëåí
èç 4OBA1 è 4OBA, à 4ACA1 ñîñòàâëåí èç 4OCA1 è 4OCA, òî

BA1

CA1
=
S4OBA

S4OCA
=

3

1
.



C

B

A

A1

O

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ îòðåçêàBB1 ñîäåðæàùåãî òî÷êó O, ïîëó÷àåì,
÷òî

AB1

CB1
=
S4OBA

S4OCB
=

2

1
.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òî÷êóA1, äåëÿùóþ îòðåçîêBC â îòíîøåíèè
1 : 3 (ñ÷èòàÿ îòB) è òî÷êóB1, äåëÿùóþ îòðåçîêAC â îòíîøåíèè 1 : 2 (ñ÷èòàÿ
îò A). Ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ AA1 è BB1 äàñò èñêîìóþ òî÷êó O.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé âñåõ òðåõ óêàçàííûõ â
óñëîâèè òðåóãîëüíèêîâ óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîìó ñîîòíîøåíèþ.

Îòâåò: àëãîðèòì ïîèñêà (ïîñòðîåíèÿ) ò. O äàí â ïðåäïîñëåäíåì àáçàöå
ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 5
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) = x2+px+q èìååò äèñêðèìèíàíò, ðàâíûé 100.

Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå f(x) + f(x− 10) = 0?

Ðåøåíèå.
Ãðàôèê ôóíêöèè f(x− 10) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) ñäâèãîì

íà 10 âïðàâî âäîëü îñè àáñöèññ.
Èç ôîðìóëû êîðíåé âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðíÿìè ðàâíÿåòñÿ êâàä-

ðàòíîìó êîðíþ èç äèñêðèìèíàíòà, òî åñòü 10. Òàêèì îáðàçîì, îáà ãðàôèêà
ôóíêöèé f(x) è f(x − 10) ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ â îäíîé è òîé æå òî÷-
êå (x2; 0), ãäå x2 � áîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Ïîýòîìó x2 ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì îáîèõ óðàâíåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåì óðàâíåíèÿ g(x) =
f(x) + f(x− 10) = 0.

Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è f(x−10) ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = x2, è, çíà÷èò, ãðàôèê ôóíêöèè g(x) òàêæå ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó åñëè g(x) èìååò åù¼ êàêîé-íèáóäü



êîðåíü x = a, òî êîðíåì ÿâëÿåòñÿ è x = −a, ñ ó÷¼òîì êîðíÿ x2 ïîëó÷àåì, ÷òî
÷èñëî êîðíåé íå÷¼òíî. Íî g(x) � êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí, è èìååò íå áîëüøå
äâóõ êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå g(x) = f(x) + f(x − 10) = 0 èìååò
îäèí êîðåíü.

Îòâåò: 1 êîðåíü.
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