
Ìàòåðèàëû çàäàíèé îòáîðî÷íîãî ýòàïà
Îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿

ïî ïðåäìåòó ¾ìàòåìàòèêà¿ â 2016/2017 ó÷åáíîì ãîäó

Çàäà÷à 1 (11 êëàññ)
Äâóõòàðèôíûé ñ÷åò÷èê ýëåêòðîýíåðãèè âåäåò ðàçäåëüíûé ó÷åò çàòðàò â

�íî÷íîå� è �äíåâíîå� âðåìÿ, ïðè ýòîì �íî÷íîé� òàðèô ñîñòàâëÿåò 80% �äíåâ-
íîãî�. Åñëè �äíåâíîé� òàðèô ïîâûñèòñÿ íà 10% (ïðè íåèçìåííîì �íî÷íîì�),
òî êàêîé ïðîöåíò �äíåâíîãî� ðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè ïðèäåòñÿ ïåðåíåñòè íà
�íî÷íîå� âðåìÿ, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñóòî÷íàÿ ñòîèìîñòü îñòàëàñü áåç èçìåíå-
íèé?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü ñóììàðíûé ñóòî÷íûé ðàñõîä ðàâåíM . Ïðåäñòàâèì èìåþùóþñÿ èí-

ôîðìàöèþ â âèäå òàáëèöû.

íî÷íîé äíåâíîé ñîîòíîøåíèÿ

äî èçìåíåíèÿ

òàðèô p q p = 0.8q

ðàñõîä x y x+ y = M

ñòîèìîñòü px qy = 0.8xq + yq

ïîñëå èçìåíåíèÿ

òàðèô p 1.1q p = 0.8q

ðàñõîä a b a+ b = M

ñòîèìîñòü pa 1.1qb = 0.8aq + 1.1bq

Ïîñêîëüêó ñììàðíàÿ ñòîèìîñòü íå èçìåíèëàñü, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0.8xq + yq = 0.8aq + 1.1bq.

Ïðåîáðàçóåì åãî:

0.8(x+ y) + 0.2y = 0.8(a+ b) + 0.3b.

Ïåðâûå ñëàãàåìûå ðàâíû äðóã äðóãó (ò.ê. ðàñõîä îñòàåòñÿ íåèçìåííûì), ñëå-

äîâàòåëüíî b =
2

3
y.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
1

3
÷àñòü äíåâíîãî ðàñõîäà íóæíî ïåðåíåñòè íà íî÷íîå

âðåìÿ.

Îòâåò.
1

3
÷àñòü èëè 33, (3)%.



Çàäà÷à 2 (11 êëàññ).
Äëÿ ôóíêöèè

f(x) =

√
3x+

√
2− 1 + x

ðåøèòå óðàâíåíèå f(f(f(x))) = f(x).

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ èìååò âèä f(x) = x+
√
ax+ b, a > 0.

Îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïîýòîìó óðàâíåíèå f(f(f(x))) = f(x) ýêâèâà-
ëåíòíî óðàâíåíèþ f(f(x)) = x. Âû÷èñëèì

f(f(x)) = f(x) +
√
af(x) + b = x+

√
ax+ b+

√
a(x+

√
ax+ b) + b.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x+
√
ax+ b+

√
ax+ b+ a

√
ax+ b = x.

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ax+ b = 0, ax+ b+ a
√
ax+ b = 0.

Åñëè ax+b = 0, òî ax+b+a
√
ax+ b = 0+a

√
0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, x = −b/a.

Îòâåò. x =
1−
√

2

3
.

Çàäà÷à 3 (11 êëàññ)

Â øàõìàòíîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ ìàëü÷èêè è äåâî÷êè. Èõ ðàçáèëè íà
ãðóïïû ïî 6 ÷åëîâåê, ïðè÷åì â êàæäîé ãðóïïå åñòü è äåâî÷êè, è ìàëü÷èêè. Â
êàæäîé ãðóïïå ïðîøåë êðóãîâîé òóðíèð, êàæäûé ñûãðàë ïî îäíîé ïàðòèè ñ
êàæäûì èç îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ òîé æå ãðóïïû, äðóãèõ èãð íå áûëî. Ìîæåò ëè
ïðè ýòîì ÷èñëî ïàðòèé ìåæäó ìàëü÷èêàìè áûòü íà 23 áîëüøå ÷èñëà ïàðòèé
ìåæäó äåâî÷êàìè?

Ðåøåíèå. ×èñëî ìàëü÷èêîâ â êàæäîé ãðóïïå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
k = 1, 2, 3, 5. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:
Nk � ÷èñëî ãðóïï, â êîòîðûõ ïî k ìàëü÷èêîâ è (5− k) äåâî÷åê;
mk � ÷èñëî èãð ìåæäó ìàëü÷èêàìè â ãðóïïå, ñîäåðæàùåé ðîâíîk ìàëü÷èêîâ;
gk � ÷èñëî èãð ìåæäó äåâî÷êàìè â ãðóïïå, ñîäåðæàùåé ðîâíî k ìàëü÷èêîâ.

Ïðè ýòîì
mk = k(k − 1)/2, åñëè k = 2, 3, 4, 5;

gk = (6− k)(5− k)/2, åñëè k = 1, 2, 3, 4;

m1 = g5 = 0.



Çàíåñåì ýòè äàííûå â òàáëèöó.

k 6− k mk gk
1 5 0 10
2 4 1 6
3 3 3 3
4 2 6 1
5 1 10 0

Ïóñòü N(mm), N(gg), N(m), N(g) � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èãð âî âñåõ
ãðóïïàõ ìåæäó ìàëü÷èêàìè, ìåæäó äåâî÷êàìè, c ó÷àñòèåì ìàëü÷èêîâ (õîòÿ
áû îäèí èç äâóõ èãðîêîâ ìàëü÷èê) è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ó÷àñòèåì äåâî÷åê.
Èìååì:

N(mm) =
6∑

k=0

Nkmk = N2 + 3N3 + 6N4 + 10N5,

N(gg) =
6∑

k=0

Nkgk = 10N1 + 6N2 + 3N3 +N4,

Òîãäà

N(mm)−N(gg) = −10N1 + (1− 6)N2 + (6− 1)N4 + 10N5

êðàòíî 5 è íå ìîæåò áûòü ðàâíî 22 èëè 23. Äàëåå,

N(m) = N(mm) +N(mg), N(g) = N(gg) +N(mg),

N(m)−N(g) = N(mm)−N(gg)

êðàòíî 5 è íå ìîæåò áûòü ðàâíî 28 èëè -4.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 4 (10 êëàññ).
Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ 4-çíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 6, ìîæíî îáðàçîâàòü èç

öèôð ÷èñëà 2016, åñëè öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ áåç îãðàíè÷åíèé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü c1, . . . , c4 � ïîñëåäîâàòåëüíûå öèôðû ÷èñëà. Òîãäà c1 6=
0, ñóììà öèôð c1 + c2 + c3 + c4 êðàòíà 3 è äëÿ äåëèìîñòè íà 6 äîñòàòî÷íî
÷åòíîñòè ÷èñëà, ò. å. c4 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 2 èëè 6.

Äàëåå ïðîñòûì ïåðåáîðîì äâóõ ñðåäíèõ öèôð (ñ ó÷åòîì äåëèìîñòè âñåé
ñóììû íà 3) ìîæíî íàéòè êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè
ïåðâîé è ïîñëåäíåé öèôðû. Ïðèâåäåì èõ â âèäå òàáëèöû.



\ ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0 2 6
ïåðâàÿ öèôðà \

1 5 âàðèàíòîâ 6 âàðèàíòîâ 5 âàðèàíòîâ

2 5 âàðèàíòîâ 5 âàðèàíòîâ 5 âàðèàíòîâ

3 6 âàðèàíòîâ 5 âàðèàíòîâ 6 âàðèàíòîâ

Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 5 · 6 + 6 · 3 = 48 âàðèàíòîâ.

Îòâåò: 48.

Çàäà÷à 5 (10 êëàññ)

Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé{√
x− y +

√
x+ y = 3x− 2y,

√
x− y −

√
x+ y = 2x− 3y.

Ìîãóò ëè âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì, áûòü âåðøèíàìè ìíîãî-
óãîëüíèêà? Åñëè òàêîé ìíîãîóãîëüíèê ñóùåñòâóåò, íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

Ðåøåíèå. Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

√
x− y(2− 5

√
x− y) = 0,

√
x+ y(2−

√
x+ y) = 0.

Òîãäà âîçìîæíû 4 ñëó÷àÿ.
1.
√
x− y = 0,

√
x+ y = 0. Ðåøåíèå (x, y) = (0, 0).

2.
√
x− y = 0,

√
x+ y = 2. Ðåøåíèå (x, y) = (2, 2).

3.
√
x− y = 2/5,

√
x+ y = 0. Ðåøåíèå (x, y) = (2/25,−2/25).

4.
√
x− y = 2/5,

√
x+ y = 2. Ðåøåíèå (x, y) = (52/25, 48/25).

Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì, � âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà 2

√
2(2/25)

√
2 = 8/25.

Îòâåò: (x, y) = (0, 0), (2, 2), (2/25,−2/25), (52/25, 48/25), ïðÿìîóãîëüíèê
ïëîùàäè 8/25.

Çàäà÷à 6 (10 êëàññ)

Ýñòåòè÷åñêè ñîâåðøåííûì ñ÷èòàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, äëèíû a, b ñòîðîí
êîòîðîãî îáðàçóþò çîëîòîå ñå÷åíèå, ò. å. ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

a < b,
b

a
=
a+ b

b
.



Íåêèé àðõèòåêòîð çàäóìàë ïðîåêò çäàíèÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, ó êîòîðîãî çîëîòûå ñå÷åíèÿ îáðàçóþò øèðèíà è äëèíà, äëèíà è âû-
ñîòà, à òàêæå ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ è ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Íàéäèòå
îáúåì òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, äëèíó åãî äèàãîíàëè è îòíîøåíèå ïëîùàäè
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ê ïëîùàäè îñíîâàíèÿ.

Ðeøåíèå. Ïóñòü a, b, c � øèðèíà, äëèíà è âûñîòà çäàíèÿ. Òîãäà a < b < c,
ïëîùàäü áîê. ïîâåðõíîñòè ðàâíà S = 2c(a + b), ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ ðàâåí
P = 2(a+ b), ïëîùàäü îñíîâàíèÿ. Ïî óñëîâèþ

b/a = c/b = S/P = Φ. (1)

Èç óðàâíåíèÿ Φ2 = Φ + 1 íàõîäèì Φ = (1 +
√

5)/2, òîãäà Φ2 = (3 +
√

5)/2. Èç
(1) íàõîäèì c = Φ, b = 1, a = 1/Φ = (

√
5− 1)/2. Âû÷èñëèì îáúåì V , äëèíó

äèàãîíàëè d è îòíîøåíèå ïëîùàäåé:

V = abc = 1, d =
√
a2 + b2 + c2 = 2, k = 2c(a+ b)/ab = 2Φ(1 + Φ) = 4 + 2

√
5.

Îòâåò: 1, 2, 4 + 2
√

5.

Çàäà÷à 7 (10 êëàññ)
Ýëåêòðîííûå ÷àñû îòñòàþò, õîòÿ è ïîêàçûâàþò íà òàáëî â äàííûé ìîìåíò

íà 4 ìèíóòû áîëüøå, ÷åì ñëåäóåò. Åñëè áû îíè ïîêàçûâàëè íà 6 ìèíóò áîëüøå,
÷åì ñëåäóåò, íî îòñòàâàëè áû íà ìèíóòó â ñóòêè áîëüøå, ÷åì ñåé÷àñ, òî âåðíîå
âðåìÿ îíè ïîêàçàëè áû íà ñóòêè ðàíüøå, ÷åì ïîêàæóò. Íà ñêîëüêî ìèíóò â
ñóòêè îòñòàþò ÷àñû?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÷àñû îòñòàþò íà X ìèíóò â ñóòêè. Òîãäà îíè ïîêàæóò
òî÷íîå âðåìÿ ÷åðåç 4/X ñóòîê. Åñëè áû îíè îòñòàâàëè íà X + 1 ìèíóòó â
ñóòêè, à ïîêàçûâàëè áû íà øåñòü ìèíóò áîëüøå, òî òî÷íîå âðåìÿ îíè ïîêàçàëè
áû ÷åðåç 6/(X + 1) ñóòîê. Ñëåäîâàòåëüíî

6

X + 1
+ 1 =

4

X
, îòêóäà X2 + 3X − 4 = 0.

Ïîëó÷àåì äâà êîðíÿ: X = −4 (íå ïîäõîäèò ïî óñëîâèþ) è X = 1.

Îòâåò: ÷àñû îòñòàþò íà îäíó ìèíóòó â ñóòêè.



Çàäà÷à 8 (9 êëàññ)

Îïèøèòå âñå âûïóêëûå n-óãîëüíèêè, óãëû α1, . . . , αn êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèþ

sinn α1 + sinn−1 α2 + . . .+ sinαn − n = 0.

Ðåøåíèå.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

sinα1 = 1,

sinα2 = 1,

· · ·
sinαn = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óãëû � ïðÿìûå, ïîñêîëüêó äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà 0 < αk < π (k = 1, . . . , n). Òàêèì âûïóêëûì n-óãîëüíèêîì ìîæåò áûòü
òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèê (n = 4).

Îòâåò. Ýòî ïðÿìîóãîëüíèêè.

Çàäà÷à 9 (9 êëàññ)

Âàð. 1. Ïóñòü X = abcd � öåëîå ÷åòûðåõçíà÷íîå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, çà-
ïèñàííîå öèôðàìè a, b, c, d òàêèìè, ÷òî 0 < a < b < c < d, Y � ÷èñëî,
çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ìîæåò ëè ÷èñëî Y − X
èìåòü ñóììó öèôð 16?

Ðåøåíèå.
Ðàçíîñòü � 4-çíà÷íîå ÷èñëî, îíî èìååò âèä x3x2x1x0. x0 = a + 10 − d,

x1 = b− 1 + 10− c, x2 = c− 1− b, x3 = d− a. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì 18.

Îòâåò: Íåò.

Çàäà÷à 10 (8 êëàññ)

Â áîëüíèöå ÷åòûðå õèðóðãè÷åñêèe îïåðàöèè çàâåðøèëèñü îäíîâðåìåííî.
Ñóììàðíîå âðíìÿ èõ âûïîëíåíèÿ ñîñòàâèëî 2 ÷àñà 32 ìèíóòû. Çà ïîë÷àñà äî
îêîí÷àíèÿ îïåðàöèé ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû âðà÷åáíûõ áðèãàä ñîñòàâëÿëî
52 ìèíóòû, à åùå 10 ìèíóòàìè ðàíüøå îíî áûëî ðàâíî 0,5 ÷àñà. Íàéäèòå
äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äâóõ íàèáîëåå áûñòðûõ îïåðàöèé.



Ðåøåíèå

1. Òðåáóåòñÿ íàéòè äëèòåëüíîñòè x1, x2, x3, x4. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî íåóáû-
âàíèþ:

0 < x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4.

Èçâåñòíà èõ ñóììà

x1 + x2 + x3 + x4 = S0 = 152 ìèí

(â íàñòîÿùèé ìîìåíò) è ñóììû Sm, Sn äëÿ ìîìåíòîâ, íàõîäÿùèõÿ íàm = 30
è n = 40 ìèíóò ðàíüøå (m < n).

2. Åñëè Sm = x1 −m + x2 −m + x3 −m + x4 −m, òî Sm = S0 − 4m. Íî
ñîãëàñíî ÷èñëîâûì äàííûì çàäà÷è ýòî íå òàê, ñëåäîâàòåëüíî,

x1 ≤ m.

3. Åñëè è x2 ≤ m, òî

Sm = x3 + x4 − 2m, Sn = x3 + x4 − 2n

è òîãäà Sm +2m = Sn +2n. Íî ñîãëàñíî ÷èñëîâûì äàííûì çàäà÷è ýòî íå òàê,
ñëåäîâàòåëüíî,

x1 ≤ m < x2, Sm = x2 + x3 + x4 − 3m.

4. Åñëè x2 > n, òî Sn = x2+x3+x4−3n è x2+x3+x4 = Sm+3m = Sn+3n.
Ñîãëàñíî äàííûì çàäà÷è ýòî íåâåðíî, ñëåäîâàòåëüíî,

0 < x1 ≤ m < x2 ≤ n, Sn = x3 + x4 − 2n.

5. Èìååì óðàâíåíèÿ

x2 + x3 + x4 = Sm + 3m, x3 + x4 = Sn + 2n.

Èç íèõ íàõîäèì x2.
6. Èç óðàâíåíèé

x1 + x2 + x3 + x4 = S0, x2 + x3 + x4 = Sm + 3m

íàõîäèì x1.

Îòâåò 10 è 32 ìèí.

Çàäà÷à 11 (8 êëàññ)

Ïðè âû÷èñëåíèè äðîáè
Ax+B

C −Bx



ó÷åíèê ñîâåðøèë îøèáêó, çàìåíèâ x íà −x. Íàéäèòå âñå ÷èñëà A,B,C, äëÿ
êîòîðûõ òàêàÿ äðîáü íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé çàìåíå äîïóñòèìîãî ÷èñëà x
íà äîïóñòèìîå ÷èñëî −x.

Ðåøåíèå

Óñëîâèå
Ax+B

C −Bx
=
−Ax+B

C +Bx

ïðåîáðàçóåì ê âèäó (Ax+B)(C +Bx) = (−Ax+B)(C −Bx) è äàëåå

ABx2 + (AC +B2)x+BC = ABx2 − (AC +B2)x+BC,

îòêóäà
Îòâåò: ëþáàÿ òðîéêà ÷èñåë {A,B,C}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

AC +B2 = 0.

Çàäà÷à 12 (7 êëàññ)

×èñëà x, y óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

1

x− 2y
=

1

x
− 2

y
.

Íàéäèòå çíà÷åíèå (x− y)2.

Ðåøåíèå. Èìååì ÎÄÇ x 6= 0, y 6= 0, x 6= 2y. Çàïèøåì óð-å â âèäå

1

x− 2y
− 1

x
+

2

y
= 0.

Äëÿ ÷èñëèòåëÿ ïîëó÷àåì xy−y(x−2y)+2x(x−2y) = 0, ò. å. x2+y2−2xy = 0.
Òàêèì îáðàçîì,

y = x, x 6= 0.

Îòâåò: 0.
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