
Ðåøåíèÿ âàðèàíòîâ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà
Îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ¾Íàäåæäà ýíåðãåòèêè¿

ïî ïðåäìåòó ¾ìàòåìàòèêà¿ â 2016/2017 ó÷åáíîì ãîäó

Âàðèàíò 17111 äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1
Ôèíàíñîâûé àíàëèòèê ýíåðãåòè÷åñêîé êîìïàíèè ïîñëå ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ

ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âû÷èñëèë, ÷òî ïðèáûëü êîìïàíèè çà
2016 ãîä ñîñòàâèëà S ìèëëèîíîâ ðóáëåé, ãäå

S = lg(104 tg 2017◦) + lg(105 tg 2018◦) + · · ·+ lg(1020 tg 2033◦).

Ñîâåò äèðåêòîðîâ íå óäîâëåòâîðèëñÿ ýòèìè ñâåäåíèÿìè è ïîïðîñèë àíàëèòè-
êà óêàçàòü íå ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ S, à ðåçóëüòàò, ò. å. êîíêðåòíîå ÷èñëî.
×åðåç 11 ìèíóò ÷èñëî S áûëî ïîëó÷åíî. Êàêîâî îíî?

Ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî 2017◦ = 11 · 180◦ + 37◦ è âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

lg(104 tg 2017◦) + lg(105 tg 2018◦) + · · ·+ lg(1020 tg 2033◦) =

= lg
(
104+5+...+20 · tg 37◦ · tg 38◦ · . . . · tg 53◦

)
=

= lg
(
10(4+20)· 172 · (tg 37◦ · tg 53◦) · (tg 38◦ · tg 52◦) · . . . · tg 45◦

)
=

= lg
(
1012·17 · (1 · 1 · . . . · 1

)
= 204.

Îòâåò: S = 204.

Çàäà÷à 2
Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí
áóäåò ðàâåí c− 2x ì3. Ìîæåò ëè çàïàñ ãàçà îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûì â êàêèå-òî
äâà ðàçëè÷íûõ ìåñÿöà? Åñëè ýòî âîçìîæíî, òî êàêîå çíà÷åíèå èìååò çàïàñ,
îäèíàêîâûé äëÿ äâóõ ðàçíûõ ìåñÿöåâ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

f(x) = f1(x) = a− bx, b 6= −1

Ïðè ýòîì

fn(x) = (−b)nx+ a(1− b+ b2 − b3 + · · ·+ (−b)n−1).



Óðàâíåíèå fn(x) = fm(x), m > n, ïðèíèìàåò âèä

((−b)n − (−b)m)x = a((−b)n + (−b)n+1 + · · ·+ (−b)m−1).

Íàõîäèì

x =
a((−b)m − (−b)n)

(−b− 1)((−b)n − (−b)m)
=

a

b+ 1
.

Ïîäñòàâëÿÿ a = c è b = 2, ïîëó÷àåì x = c/3.

Îòâåò: äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåñÿöåâ âîçìîæåí îäèíàêîâûé çàïàñ
ãàçà, îí ðàâåí x = c/3 ì3.

Çàäà÷à 3
Îêðóæíîñòü S1, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû y = x2 â åå âåðøèíå, èìå-

åò äèàìåòð 1. Êàæäàÿ èç ïîñëåäóþùèõ îêðóæíîñòåé S2, S3, S4, . . . êàñàåòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì ïðåäûäóùåé îêðóæíîñòè è âåòâåé ïàðàáîëû. Íàéäèòå ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè S2017.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü rn � ðàäèóñ n � îé îêðóæíîñòè, Qn = r1 + r2 + . . .+ rn.
Òîãäà öåíòð (n + 1) � îé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè

(0, 2Qn + rn+1), à åå óðàâíåíèå èìååò âèä x
2 + (y − (2Qn + rn+1))

2 = r2n+1.
Óñëîâèå êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòüþ âåòâåé ïàðàáîëûy = x2 îçíà÷àåò åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y+(y−(2Qn+rn+1))
2 = r2n+1. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y2 − (4Qn + 2rn+1 − 1) + 4Q2
n + 4Qnrn+1 = 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷àåì

D = (4Qn + 2rn+1 − 1)2 − 4(4Q2
n + 4Qnrn+1) = (2rn+1 − 1)2 − 8Qn = 0,

îòêóäà rn+1 =
√
2Qn + 1/2. Òàê êàê r1 = 1/2, òî r2 = 3/2, r3 = 5/2 è ò.ä. ïî

èíäóêöèè ïîëó÷àåì

rn+1 = (n+ 1)− 1

2
.

Ïîýòîìó r2017 = 2016.5.

Îòâåò: 2016,5.

Çàäà÷à 4
Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî a2+ b2+ c2 = 6abc. Íàéäèòå

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a+ b+ c.



Ðåøåíèå.
Ïîëîæèì x = 2a, y = 2b, z = 2c. Òîãäà

x

yz
+

y

xz
+

z

xy
=

1

2

(
a

bc
+

b

ac
+

c

ab

)
=
a2 + b2 + c2

2abc
= 3.

Ïîýòîìó

a+ b+ c =
1

2
(x+ y + z) =

1

2

(
x+

x

yz
+ y +

y

xz
+ z +

z

xy
− 3

)
.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî x+ y + z ≥ 3 3
√
xyz, x

yz +
y
xz +

z
xy ≥ 3 3

√
1

xyz , ñëåäîâàòåëüíî,

x+
x

yz
+ y +

y

xz
+ z +

z

xy
≥ 3

(
3
√
xyz + 3

√
1

xyz

)
≥ 3 · 2 ·

√
3

√
xyz

xyz
= 6.

Òîãäà a+ b+ c = 1
2

(
x+ x

yz + y + y
xz + z + z

xy − 3
)
≥ 1

2(6− 3) = 3
2 .

Íåðàâåíñòâà Êîøè x+ y+ z ≥ 3 3
√
xyz è x

yz +
y
xz +

z
xy ≥ 3 3

√
1

xyz îáðàùàþòñÿ

â ðàâåíñòâà ïðè x = y = z. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî óñëîâèÿ íåðàâåíñòâî

3
√
xyz + 3

√
1

xyz
≥ 2

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè x = y = z = 1. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a+ b+ c, ðàâíîå 3

2 , äîñòèãàåòñÿ ïðè a = b = c = 1
2 .

Îòâåò:
3

2
.

Çàäà÷à 5
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ïóñòü S(n) îçíà÷àåò ÷èñëî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ sinnx = sinx íà èíòåðâàëå [0, π]. Íàéäèòå ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè
S(n) îò n è îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ðàç S(n) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2017.

Ðåøåíèå.
Ïî ôîðìóëå ðàçíîñòè ñèíóñîâ sinx − sinnx = 2 cos n+1

2 x · sin n−1
2 x, ÷òî

îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè cos n+1
2 x = 0 èëè ïðè sin n−1

2 x = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì n+1
2 x =

(
j + 1

2

)
π, îòêóäà x =

(2j + 1)π

n+ 1
äëÿ ëþáûõ öåëûõ j. Ïîñêîëüêó x ∈ [0, π], òî j ∈ [0, n/2]. Òàêèì îáðàçîì, â
ýòîì ñëó÷àå åñòü 1 + [n2 ] ðåøåíèé, ãäå [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a.

Âòîðîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå n−1
2 x = kπ, èëè x =

2kπ

n− 1
äëÿ ëþáûõ

öåëûõ k. Ïîñêîëüêó x ∈ [0, π], òî k ∈ [0, n−12 ]. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü 1 + [n−12 ] =
[n+1

2 ] ðåøåíèé.



Îäíàêî ñðåäè ðåøåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü îäèíàêî-

âûå, íåîáõîäèìî íàéòè èõ. Ðåøåíèÿ áóäóò ñîâïàäàòü, åñëè
2j + 1

n+ 1
=

2k

n− 1
,

îòêóäà k =
(2j + 1)(n− 1)

2(n+ 1)
, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äåëèìîñòè íàöåëî ÷èñëèòåëÿ

íà çíàìåíàòåëü. Ïðè ÷¼òíûõ n ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ÷èñëèòåëü � íå÷¼òíîå
÷èñëî, à çíàìåíàòåëü � ÷¼òíîå.

Åñëè n = 3( mod 4), òîãäà çíàìåíàòåëü êðàòåí 8, à ÷èñëèòåëü êðàòåí
òîëüêî 2, òî åñòü ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé n = 1( mod 4). Óñëîâèå ¾k � öåëîå ÷èñëî¿
ýêâèâàëåíòíî äåëèìîñòè (2j+1)(n−1)/4 íà (n+1)/2. Äîêàæåì, ÷òî (n−1)/4
è (n + 1)/2 âçàèìíî ïðîñòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó íèõ
åñòü îáùèé äåëèòåëü d, òî (n−1)/4 = ad è (n+1)/2 = bd. Âû÷òåì èç âòîðîãî
âûðàæåíèÿ óäâîåííîå ïåðâîå: (n+ 1)/2− 2(n− 1)/4 = 1, òî åñòü bd− 2ad =
d(b − 2a) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, (2j + 1) äåëèòñÿ
íà (n + 1)/2, ïðè ýòîì j ∈ [0, n/2], è ñ ó÷¼òîì íå÷¼òíîñòè n, j ≤ (n − 1)/2.
Ïîýòîìó 2j + 1 ≤ n, íî n < n + 1 = 2(n + 1)/2, òî åñòü 2j + 1 ≤ (n + 1)/2.
Çíà÷èò, åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà (2j+1) äåëèòñÿ íà (n+1)/2 � ýòî ñëó÷àé,
êîãäà 2j + 1 = (n+ 1)/2, îòêóäà j = (n− 1)/4.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n = 1( mod 4) ñîâïàäàåò îäíî ðåøåíèå ïåð-
âîãî è âòîðîãî óðàâíåíèÿ.

Â èòîãå, ôîðìóëà äëÿ S(n) ïðèíèìàåò âèä:

S(n) =

{
1 + [n2 ] + [n+1

2 ], n 6= 1( mod 4)

[n2 ] + [n+1
2 ], n = 1( mod 4)

⇔

{
n+ 1, n 6= 1( mod 4)

n, n = 1( mod 4).

Ïîñêîëüêó 2017 = 1( mod 4), òî S(2016) = 2016 + 1 = 2017 è S(2017) =
2017. Çíà÷èò, çíà÷åíèå 2017 ïðèíèìàåòñÿ 2 ðàçà.

Îòâåò: a) S(n) =

{
n+ 1, n 6= 1( mod 4)

n, n = 1( mod 4)
, á) 2 ðàçà.
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