
Âàðèàíò 17101 äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1
Ôèíàíñîâûé àíàëèòèê ýíåðãåòè÷åñêîé êîìïàíèè ïîñëå ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ

ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âû÷èñëèë, ÷òî ïðèáûëü êîìïàíèè çà
2016 ãîä, âûðàæåííàÿ â ìèëëèîíàõ ðóáëåé, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

12x+
12x√
x2 − 1

= 35.

Äîëæåí ëè ñîâåò äèðåêòîðîâ êîìïàíèè ïîâåðèòü ýòîìó?

Ðåøåíèå.
Íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è.
Ïîëîæèì y = x√

x2−1 , òîãäà x
2y2 = x2+y2 è xy > 0. Ïî óñëîâèþ, x+y = 35

12 ,

ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y2 + 2xy =
(
35
12

)2
, ò.å.

x2y2 + 2xy −
(
35

12

)2

= 0.

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî xy è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî xy > 0,
ïîëó÷àåì xy = 25

12 . Òåïåðü x è y ëåãêî íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé{
xy = 25

12 ,

x+ y = 35
12 .

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ x1 =
5
4 ; x2 =

5
3 . Íî ïðèáûëü

íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðèíèìàòü äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ.

Îòâåò: íåò, íåëüçÿ âåðèòü äâóñìûñëåííûì ôèíàíñîâûì ðåøåíèÿì.

Çàäà÷à 2
Íà òåïëîâîé ýëåêòðîñòàíöèè çàïàñ ãàçà âñåãäà îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì

è åæåìåñÿ÷íî ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â òåêóùåì ìåñÿöå çàïàñ
ðàâåí x ì3, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îí áóäåò ðàâåí 1/(1 − x) ì3. Ìîæåò ëè
çàïàñ ãàçà îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûì â êàêèå-òî äâà ðàçëè÷íûõ ìåñÿöà? Åñëè
ýòî âîçìîæíî, òî êàêîå çíà÷åíèå èìååò çàïàñ, îäèíàêîâûé äëÿ äâóõ ðàçíûõ
ìåñÿöåâ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü fn(x) � çàïàñ ñïóñòÿ n ìåñÿöåâ ïîñëå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî.

Òîãäà

f0(x) = x, f1(x) =
1

1− x
, fn+1(x) = f1(fn(x)),



f2(x) =
1

1− x
=

1

1− 1
1−x

=
1− x
−x

= 1− 1

x
,

f3(x) = 1− 1
1

1−x
= 1− (1− x) = x.

Äàëåå ôóíêöèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn áóäóò öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿòüñÿ, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü fn ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 3, èìååòñÿ âñåãî òðè âèäà
ôóíêöèé:

f3k(x) = x, f3k+1(x) =
1

1− x
, f3k+2(x) = 1− 1

1− x
.

Åñëè íîìåðàm è n èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, òî çàïà-
ñû fm(x) è fn(x) ÷åðåçm è n ìåñÿöåâ îäèíàêîâû ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõx (x
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ýòî çíà÷èò, ÷òî çàïàñà íåò, à åñòü íåäîñòàòîê âå-
ëè÷èíû (−x) ì3. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ äðóãèõ ïàðàõm è n çàïàñû ÷åðåç
m è n ìåñÿöåâ íå ìîãóò áûòü ðàâíû íè ïðè êàêèõ x. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
òðè óðàâíåíèÿ:

x =
1

1− x
, x = 1− 1

x
,

1

1− x
= 1− 1

x
.

Êàæäîå èç íèõ ïðåîáðàçóåòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ x2 − x + 1 = 0 ñ
îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè çàïàñà. Èç íåðàâåíñòâ

x > 0,
1

1− x
> 0

ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ (0, 1). Îäíàêî â óêàçàííîì äèàïàçîíå 1− 1

1− x
< 0.

Ïîýòîìó óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî åñëè ìå-
ñÿöåâ íå áîëåå äâóõ. Íî äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ìåñÿöåâ ðàâåíñòâî çàïàñîâ íåâîç-
ìîæíî.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 3
Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1− x

1!
+
x(x− 1)

2!
+ . . .+

(−1)nx(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
= 0.

Ðåøåíèå.
Óðàâíåíèå èìååò âèä

n∑
j=0

(−1)jx(x− 1) · · · (x− j + 1)

j!
= 0. (1)



Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≤ n. Ïîäñòàâèì x = k â ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷èì

k∑
j=0

(−1)j k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
= 0

(îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (1) îáðàùàþòñÿ â 0). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Cj
k =

k!

j!(k − j)!
, j = 0, . . . , k.

Òîãäà

Cj
k = Ck−j

k =
k(k − 1) · · · (k − j + 1)

j!
, C0

k = Ck
k = 1.

Äîêàæåì, ÷òî
k∑

j=0

(−1)jCj
k = 0. (2)

Îòìåòèì ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ÷èñåë Cj
k � ýòî êîëè÷åñòâî j-ýëåìåíòíûõ

íåóïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ (j-ñî÷åòàíèé) k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (2).
Ïåðâûé � âûâåñòè ôîðìóëó áèíîìà

(1 + t)k =
k∑

j=0

Cj
kt

j (3)

è èç íåå ïîëó÷èòü (2), ïîëàãàÿ t = −1.
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(1 + t)k = (1 + t)(1 + t) · · · (1 + t)︸ ︷︷ ︸
k

.

Ïðåîáðàçóåì ýòî ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê (ñóìì (1 + t)) â ñóììó ïðîèçâåäåíèé.
Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå â òàêîé ñóììå ñîäåðæèò ðîâíî k ìíîæèòåëåé, èç êî-
òîðûõ ðîâíî j ìíîæèòåëåé ðàâíû t, à îñòàëüíûå k − j ìíîæèòåëåé ðàâíû 1,
ïðè ýòîì j = 0, . . . , k. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà 1k−jtj åñòü ðîâíî Cj

k, ýòî
êîëè÷åñòâî âûáðàòü ðîâíî j ñêîáîê (1+t), èç êîòîðûõ â ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ
â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ñëàãàåìîå t. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (3) äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Âî ìíîãèõ øêîëàõ ôîðìóëó áèíîìà ïðîõîäÿ â 10-ì è äàæå
9-îì êëàññå. Åñëè ó÷àñòíèê çíàåò åå è èñïîëüçóåò, âûâîä íå òðåáóåòñÿ; òîò,
êòî íå çíàåò, ìîæåò áûñòðî åå âûâåñòè, êàê ïîêàçàíî çäåñü, à ìîæåò áûòü,
äðóãèì ñïîñîáîì (íàïðèìåð, ìàòåì. èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó k).

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðè íå÷åòíûõ k â (1) ïîëó÷àåì

k∑
j=0

(−1)jCj
k =

bk/2c∑
j=0

(−1)j(Cj
k − C

k−j
k ) = (bk/2c+ 1)0 = 0,



÷òî äîêàçûâàåò (2) ïðè íå÷åòíûõ k.
Îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü (2) ïðè ÷åòíûõ k. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì òîæäåñòâî

Cj
k = Cj−1

k−1 + Cj
k−1, j = 1, . . . , k − 1 (4)

(ñ åãî ïîìîùüþ ñòðîèòñÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ).
Ðàññìîòðèì (k−1)-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâîU1 = {e1, . . . , ek−1}, k-ýëåìåíòíîå

ìíîæåñòâî U = U1 ∪ {ek} è âñå j-ñî÷åòàíèÿ äëÿ U . ×èñëî òàêèõ ñî÷åòàíèé
ðàâíî, êàê îòìå÷àëîñü, Cj

k. Ðàçîáüåì èõ íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû:
1) ñîäåðæàùèå ek,
2) íå ñîäåðæàùèå ek.
Ñî÷åòàíèÿ âèäà 1) � ýòî (j − 1)-ñî÷åòàíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà U1, èõ êî-
ëè÷åñòâî ðàâíî Cj−1

k−1. Ñî÷åòàíèÿ âèäà 2) åñòü j-ñî÷åòàíèÿ ì-âà U1, èõ ÷èñëî

ðàâíî Cj
k−1. Êîëè÷eñòâà ñî÷åòàíèé âèäà 1) è âèäà 2) â ñèëó íåïåðåñå÷åíèÿ

ãðóïï äàþò â ñóììå Cj
k. Òîæäåñòâî (4) äîêàçàíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷åòíîå k è ñóììó èç ëåâîé ÷àñòè (2). Åå ïðåäñòàâèì â
âèäå

1− (C0
k−1 + C1

k−1) + (C1
k−1 + C2

k−1)− · · · − (Ck−2
k−1 + Ck−1) + 1.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñòàíåòñÿ

1− C0
k−1 − Ck−1

k−1 + 1 = 0 + 0,

ò. å. (2) âåðíî è ïðè ÷åòíûõ k.
Ìîæíî äàæå ïðè âòîðîì ñïîñîáå íå ðàçäåëÿòü ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî

k, à âûâåñòè (2) èíäóêöèåé ïî k.
Òàêèì îáðàçîì, x = k = 1, . . . , n � êîðíè óðàâíåíèÿ. Â ëåâîé ÷àñòè

(1) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü áîëåå n êîðíåé, çíà÷èò
1, . . . , n � âñå åãî êîðíè.

Îòâåò: x = 1, . . . , n.

Çàäà÷à 4
Ãîñïîäèí Áóð Æóé, áîëüøîé ïîêëîííèê ôýí-øóé, ïîëó÷èë â íàñëåäñòâî

äîì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé â ïëàíå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
a è b. Ê êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà îí ïðèñòðîèë êâàäðàòíûå âåðàíäû. Òå
6 âåðøèí ýòèõ òðåõ êâàäðàòîâ, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè òðåóãîëü-
íèêà, îáðàçóþò øåñòèóãîëüíèê. Â ýòîò øåñòèóãîëüíèê è áûë â èòîãå ïðåâðà-
ùåí äîì, êîòîðûé ïîñòðîèë ãîñïîäèí Áóð Æóé. Íàéäèòå åãî ïëîùàäü. Ïðè
êàêîì ñîîòíîøåíèè êàòåòîâ a è b îòíîøåíèå ïëîùàäè íîâîãî äîìà ê ïëîùàäè
èñõîäíîãî áóäåò ìèíèìàëüíûì.



Ðåøåíèå.

C B

AA1

A2

B1

B2

C1

C2

Åñëè îáîçíà÷èòü α = ∠CAB, β = ∠CBA, òî
∠A1AA2 =

π

2
+α, ∠B1BB2 =

π

2
+β. Ïîýòîìó ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâA1AA2

è B1BB2 áóäóò ðàâíû ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåãîëüíèêà ABC.
Òðåóãîëüíèêè C1CC2 è ABC ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì). Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàâíû èõ ïëîùàäè.
Èòîãî, ïëîùàäü âñåãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà

a2 + b2 + c2 + 4 · ab
2

= 2
(
a2 + b2 + ab

)
.

Á) Îñòàëîñü íàéòè min
a2 + b2 + ab

ab
= min

a2 + b2

ab
+ 1.

Ïóñòü b = ka. Áóäåì èñêàòü k. Ïîëó÷àåì íîâóþ çàäà÷ó ïîèñêà

min
1 + k2

k
= min

(
1

k
+ k

)
.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî. Ñóììà äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ âåëè÷èí
âñåãäà áîëüøå ëèáî ðàâíà äâóì. Ìèíèìóì (ðàâíûé 2) äîñòèãàåòñÿ ïðèk = 1.

Îòâåò. À) S = 2
(
a2 + b2 + ab

)
; Á) ïðè a = b.

Çàäà÷à 5
Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä a×b×c ñîñòàâëåí èõ êóáèêîâ ñî ñòîðîíîé

1. Ñêîëüêî â íåì ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûõ ìåíüøèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ èç
òàêèõ êóáèêîâ?

Ðåøåíèå.
Ïàðàëëåëåïèïåä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 3 ðåáðàìè, âûõîäÿùèìè èç îä-

íîé âåðøèíû. Ðåáðî ôèêñèðîâàííîãî íàïðàâëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
2 òî÷êàìè � íà÷àëîì è êîíöîì. Åñëè åñòü n + 1 òî÷êà, òî óïîðÿäî÷åííóþ



(îäíî çíà÷åíèå âñåãäà ìåíüøå äðóãîãî) ïàðó ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç íèõ ìîæ-
íî âûáðàòü n(n + 1)/2 ñïîñîáàìè. Âûáîð ðåáðà êàæäîãî èç 3 íàïðàâëåíèé
íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåáåð äðóãèõ íàïðàâëåíèé, ïîýòîìó âñå òàêèå êîëè÷å-
ñòâà ïåðåìíîæàþòñÿ. Îäèí èç òàêîãî ÷èñëà ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì, ïîýòîìó ðåçóëüòàò íàäî óìåíüøèòü íà 1.

Îòâåò:
abc(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

8
− 1.
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