
11 êëàññ.

Çàäà÷à 1.Â ñòðàíå ¾Ýíåðãåòèêà¿ 150 çàâîäîâ è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíå-
íû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, êîòîðûå íå îñòàíàâëèâàþòñÿ íèãäå, êðîìå ýòèõ
çàâîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå çàâîäà ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû òàê,
÷òî ìåæäó çàâîäàìè êàæäîé ïàðû õîäèò àâòîáóñ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ïàð çàâîäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêîé-òî çàâîä X ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè
ìàðøðóòàìè íå áîëåå ÷åì ñ 146 çàâîäàìè. Òîãäà ÷åòâåðêà çàâîäîâ, ñîñòîÿùàÿ
èç X è êàêèõ-òî òðåõ, ñ êîòîðûìè îí íå ñîåäèíåí, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è, ïîñêîëüêó X íå ìîæåò áûòü â ïàðå íè ñ îäíèì èç òðåõ îñòàâøèõñÿ
çàâîäîâ. Ïîýòîìó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí õîòÿ áû ñ 147 çàâîäàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñåãî ïàð çàâîäîâ, ñîåäèíåííûõ àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè, íå ìåíü-
øå, ÷åì 147·150

2 = 11025.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîæåò áûòü ðîâíî 11025 ïàð çàâîäîâ. Çàíóìåðóåì

çàâîäû ÷èñëàìè îò 1 äî 150 è ñîåäèíèì àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè âñå çàâî-
äû, êðîìå ïåðâîãî è 150-ãî, à òàêæå çàâîäîâ, íîìåðà êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà
åäèíèöó. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïî-
ñêîëüêó êàæäûé çàâîä ñîåäèíåí àâòîáóñíûìè ìàðøðóòàìè ñ 147 çàâîäàìè,
îáùåå êîëè÷åñòâî ïàð ñîåäèíåííûõ çàâîäîâ â òî÷íîñòè ðàâíî 147·150

2 = 11025.
Âîçüìåì òåïåðü ëþáóþ ÷åòâåðêó çàâîäîâ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1) Åñòü çàâîä, íå ñîåäèíåííûé ñ äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ. Ïóñòü

çàâîä A íå ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C, íî ñîåäèíåí ñ çàâîäîì D. Òîãäà çàâîäû
B è C äîëæíû áûòü ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê îñòàòêè îò äåëåíèÿ èõ
íîìåðîâ íà 150 ðàçëè÷àþòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ïàðû (A,D) è (B,C) íàì ïîäõîäÿò.

2) Âñå çàâîäû ñîåäèíåíû ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ èç òðåõ îñòàëüíûõ çàâîäîâ.
Ïóñòü çàâîä A ñîåäèíåí ñ çàâîäàìè B è C. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ çàâîä D äîëæåí
áûòü ñîåäèíåí ñ B èëè C. Åñëè îí ñîåäèíåí ñ B, òî íàì ïîäîéäóò ïàðû (A,C)
è (B,D), à åñëè ñ C, òî ïàðû (A,B) è (C,D).

Îòâåò: 11025.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . , xn, xn+1, . . . âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 2xn = x0+x1+ · · ·+xn−1−xn ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . .
Íàéäèòå êàæäûé ÷ëåí xn òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çíà÷åíèÿ ñóìì Sn =
x0 + x1 + · · ·+ xn.

Ðåøåíèå. Èìååì

xn = (1/3)(x0 + x1 + · · ·+ xn−1).

7111



Òîãäà x0 � ëþáîå, è ïî èíäóêöèè

xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1,

Sn = x0(4/3)n.

Îòâåò: xn = x04
n−1/3n ïðè n ≥ 1, Sn = x0(4/3)n, x0 � ëþáîå.

Çàäà÷à 3. Øåñòü ÷èñåë çàïèñàíû â ðÿä. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü
åäèíèöà è ëþáûå òðè ñîñåäíèõ ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ëþáûõ òðåõ
ñîñåäíèõ â ýòîì ðÿäó ÷èñåë, åñëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ 6 ÷èñåë ðàâíî
A.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì â ðÿä a1, . . . , a6. Èç óñëîâèé

(1/3)(a1 + a2 + a3) = (1/3)(a2 + a3 + a4),

(1/3)(a2 + a3 + a4) = (1/3)(a3 + a4 + a5),

(1/3)(a3 + a4 + a5) = (1/3)(a4 + a5 + a6)

ïîëó÷àåì a1 = a4 = x, a2 = a5 = y, a3 = a6 = z. Çàïèñü â ðÿä èìååò âèä

x, y, z, x, y, z (1).

Cðåäè 6 ÷èñåë åñòü ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïàðû ðàâíûõ. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî
íåâàæíî, êàêîå èç çíà÷åíèé ðàâíî 1, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì
z = 1 è ïåðåïèøåì (1) â âèäå x, y, 1, x, y, 1. Èç óñëîâèÿ íà èõ ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå èìååì (1/6)(x+ y+ 1 + x+ y+ 1) = (1/3)(x+ y+ 1) = A, îòêóäà

y = 3A− 1− x.

Îáîçíà÷èì p = 3A−1, òîãäà y = p−x è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå òðåõ ñîñåäíèõ
÷èñåë âûðàæàåòñÿ êàê g(x) = 3

√
x(p− x). Ôóíêöèÿ g(x) èìååò ìàêñèìóì â

òîé æå òî÷êå, ÷òî è ôóíêöèÿ

f(x) = g3(x) = x(p− x).

Ýòî ïàðàáîëà, åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ñ êîîðäèíàòàìè(p/2, p2/4).
Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(x) = 3

√
f(x) åñòü

3
√
p2/4 = 3

√
(3A− 1)2/4.

Îòâåò: 3
√

(3A− 1)2/4.



Çàäà÷à 4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí g(x), èìåþùèé ðîâíî îäèí êîðåíü.
Íàéäèòå ýòîò êîðåíü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî è ìíîãî÷ëåí g(ax + b) + g(cx + d)
(a 6= c) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Ðåøåíèå.Ïóñòü x0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîãäà ôóíê-
öèÿ g(x) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷êàõ x 6= x0 è òîëüêî g(x0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = g(ax+b)+g(cx+d) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òàêàÿ
òî÷êà x1, ÷òî ax1 + b = cx1 + d = x0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

(a− c)x1 = (d− b).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ a 6= c, òî x1 = (d− b)/(a− c),

x0 = a(d− b)/(a− c) + b = (ad− bc)/(a− c).

Îòâåò: x0 = (ad− bc)/(a− c).

Çàäà÷à 5. Ïðè áëàãîóñòðîéñòâå ãîðîäñêîãî ñàäà ¾Ïèôàãîð¿ ñíà÷àëà áû-
ëè ïðîëîæåíû òðè àëëåè, îáðàçóþùèå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ îñòðûì
óãëîì α. Ñëåäóþùèå àëëåè ïðîëîæèëè êàê âíåøíèå êâàäðàòû íà ñòîðîíàõ
ýòîãî òðåóãîëüíèêà (ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, èëëþñòðèðóþùàÿ òåîðåìó Ïèôà-
ãîðà è íàçûâàåìàÿ ïèôàãîðîâûìè øòàíàìè). Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå ñî-
åäèíèëè ïðÿìîëèíåéíûìè àëëåÿìè öåíòð íàèáîëüøåãî êâàäðàòà ñ âåðøèíîé
ïðÿìîãî óãëà, à öåíòðû äâóõ ìåíüøèõ êâàäðàòîâ äðóã ñ äðóãîì. Îïðåäåëèòå,
êàêàÿ èç àëëåé òðåòüåãî ýòàïà èìååò áîëüøóþ äëèíó? Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
óãëà α èõ äëèíû ðàçëè÷àþòñÿ ñèëüíåå âñåãî?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC (óãîë C � ïðÿìîé),
öåíòðû êâàäðàòîâ O1, O2, O3, âåðøèíó îäíîãî èç êâàäðàòîâ D (ñì. ðèñ).
Ïóñòü óãîë A ðàâåí α.

Ïóñòü ñòîðîíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùèå âåðøèíàìA, B,
C, èìåþò äëèíû a, b, c ñîîòâåòñòâåííî.

∠O2CA = ∠O1CB = π/4 (óãëû ìåæäó äèàãîíàëüþ è ñòîðîíîé êâàäðàòà),
ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè O2C è CO1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Êàæäûé èç íèõ
ðàâåí ïîëîâèíå äèàãîíàëè ñâîåãî êâàäðàòà. Çíà÷èò,

O1O2 =
a+ b√

2
.

Òðåóãîëüíèêè ABC è ABO3 � ïðÿìîóãîëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, îíè âïèñà-
íû â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB. Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûå
óãëû ∠ACO3 è ∠ABO3 îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå äóãó, ò.å. îíè ðàâíû. Íî
∠ABO3 = ∠CDA = π/4 (óãëû ìåæäó äèàãîíàëüþ è ñòîðîíîé êâàäðàòà).
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ACO3 = ∠CDA.
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C B

A

O2

O1

O3

D

∠DAB = ∠CAO3, ò.ê. êàæäûé èç íèõ ðàâåí π/4+∠CAB. Òàêèì îáðàçîì,

òðåóãîëüíèêè DAB è CAO3 ïîäîáíû. Îòñþäà
DA

AC
=

DB

CO3
. Òåïåðü ìîæíî

íàéòè

CO3 =
DB · AC
DA

=
(a+ b) · b
b
√

2
=
a+ b√

2
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî O1O2 = CO3, êàêîâ áû íè áûë èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíûé
4ABC.

Îòâåò: O1O2 = CO3 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè α.
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