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Âàðèàíò I

1. Ó Íèëüñà ãóñèíàÿ ôåðìà. Íèëüñ ïîäñ÷èòàë, ÷òî åñëè ïðî-
äàòü 75 ãóñåé, òî êîðì çàêîí÷èòñÿ íà 20 äíåé ïîçæå, ÷åì åñëè
ãóñåé íå ïðîäàâàòü. Åñëè æå êóïèòü äîïîëíèòåëüíî 100 ãóñåé, òî
êîðì çàêîí÷èòñÿ íà 15 äíåé ðàíüøå, ÷åì åñëè òàêóþ ïîêóïêó íå
ñîâåðøàòü. Ñêîëüêî ãóñåé ó Íèëüñà?

Îòâåò: 300.
Ðåøåíèå. ïóñòü A � îáùåå êîëè÷åñòâî êîðìà (â êã), x � êî-

ëè÷åñòâî êîðìà íà îäíîãî ãóñÿ â äåíü (â êã), n � êîëè÷åñòâî ãóñåé,
k � êîëè÷åñòâî äíåé, íà êîòîðûå õâàòèò êîðìà. Òîãäà

A = kxn = (k + 20)x(n− 75) = (k − 15)x(n+ 100);

kn = (k + 20)(n− 75) = (k − 15)(n+ 100).

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè,
íàõîäèì, ÷òî k = 60, n = 300.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á. Åñëè ñèñòåìà ñîñòàâëå-
íà, íî íå ðåøåíà, 4 á.

2. ABCDEF � ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Òî÷êà K � ñåðå-
äèíà îòðåçêà DE, M � ñåðåäèíà EF , O � ñåðåäèíà AD, P � ñåðå-
äèíà AM , Q � ñåðåäèíà FK. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê OPQ �
ïðàâèëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà O � öåíòð ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëü-
íèêà. Ïîýòîìó ïðè ïîâîðîòå âîêðóã O íà 60◦ òî÷êà A ïåðåõîäèò â
F , M â K, îòðåçîê AM â îòðåçîê FK, ñåðåäèíà AM (òî÷êà P ) â
ñåðåäèíó FK (òî÷êó Q), îòðåçîê OP â îòðåçîê OQ.

safonovana
Текст
математика



Çíà÷èò, OP = OQ, ∠POQ = 60◦. Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëü-
íèê OPQ � ïðàâèëüíûé.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíî è ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîîðäè-
íàò.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2x+ 1 + arctg x ·
√
x2 + 1 + arctg(x+ 1) ·

√
x2 + 2x+ 2 = 0.

Îòâåò: −1
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x + arctg x ·
√
x2 + 1. Èñõîäíîå óðàâ-

íåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(x) + f(x+ 1) = 0. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) íå÷¼òíàÿ. Îíà âîçðàñòàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè (êàê ñóììà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé). Â ñèëó íå÷¼òíîñòè îíà
âîçðàñòàåò è íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äàëåå èìååì

f(x) = −f(x+ 1); f(x) = f(−x− 1).

Ïîñêîëüêó âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàæäîå ñâî¼ çíà÷å-
íèå ðîâíî îäèí ðàç, ñïðàâåäëèâî x = −x− 1, îòêóäà x = −1

2
.

Çàìå÷àíèå. Ìîíîòîííîñòü ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî áûëî óñòàíîâèòü è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 á.

4. Èìååòñÿ òðè ñïëàâà íèêåëÿ, ìåäè è ìàðãàíöà. Â ïåðâîì �
30% íèêåëÿ è 70% ìåäè, âî âòîðîì � 10% ìåäè è 90% ìàðãàíöà,
à â òðåòüåì � 15% íèêåëÿ, 25% ìåäè è 60% ìàðãàíöà. Íóæíî
ïîëó÷èòü íîâûé ñïëàâ ýòèõ òð¼õ ìåòàëëîâ ñ 40% ìàðãàíöà. Êàêèå
çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ìåäè â íîâîì
ñïëàâå?

Îòâåò: îò 40% äî 43
1

3
%.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìàññû èñõîäíûõ ñïëàâîâ, èç êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåòñÿ íîâûé ñïëàâ, ÷åðåç m1,m2,m3, à ìàññó íîâîãî ñïëàâà m.
Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà m1+m2+m3 = m è 0,9m2+0,6m3 = 0,4m.
Êîëè÷åñòâî ìåäè â íîâîì ñïëàâå ðàâíî 0,7m1 + 0,1m2 + 0,25m3.
Ïóñòü xi = mi/m � äîëÿ i-ãî ñïëàâà â íîâîì ñïëàâå. Òîãäà äëÿ
äîëè ìåäè èìååì âûðàæåíèå y = 0,7x1 + 0,1x2 + 0,25x3.

Èòàê, çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â óñëîâèÿõ
x1 + x2 + x3 = 1;

0,9x2 + 0,6x3 = 0,4;
0 6 x1, x2, x3 6 1

íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y = 0,7x1 + 0,1x2 + 0,25x3.



Èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûðàçèì x3, x1 è y ÷åðåç x2:

x3 =
2

3
− 3

2
x2; x1 =

1

3
+

1

2
x2; y = 0,4 + 0,075x2.

Ðåøàÿ òåïåðü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-
æåò ïðèíèìàòü x2. Ïîëó÷èì 0 6 x2 6 4

9
. Ïîñêîëüêó y åñòü ëèíåé-

íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x2, ëåãêî íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y.
Äàëåå íóæíî ïåðåéòè ê âûðàæåíèþ äîëè â ïðîöåíòàõ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 á.
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Âàðèàíò II

1. Ó Íèëüñà ãóñèíàÿ ôåðìà. Íèëüñ ïîäñ÷èòàë, ÷òî åñëè ïðî-
äàòü 50 ãóñåé, òî êîðì çàêîí÷èòñÿ íà 20 äíåé ïîçæå, ÷åì åñëè
ãóñåé íå ïðîäàâàòü. Åñëè æå êóïèòü äîïîëíèòåëüíî 100 ãóñåé, òî
êîðì çàêîí÷èòñÿ íà 10 äíåé ðàíüøå, ÷åì åñëè òàêóþ ïîêóïêó íå
ñîâåðøàòü. Ñêîëüêî ãóñåé ó Íèëüñà?

Îòâåò: 300.
Ðåøåíèå. ïóñòü A � îáùåå êîëè÷åñòâî êîðìà (â êã), x � êî-

ëè÷åñòâî êîðìà íà îäíîãî ãóñÿ â äåíü (â êã), n � êîëè÷åñòâî ãóñåé,
k � êîëè÷åñòâî äíåé, íà êîòîðûå õâàòèò êîðìà. Òîãäà

A = kxn = (k + 20)x(n− 50) = (k − 10)x(n+ 100);

kn = (k + 20)(n− 50) = (k − 10)(n+ 100).

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè,
íàõîäèì, ÷òî k = 20, n = 100.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á. Åñëè ñèñòåìà ñîñòàâëå-
íà, íî íå ðåøåíà, 4 á.

2. ABCDEF � ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Òî÷êà K � ñåðå-
äèíà îòðåçêà DE, M � ñåðåäèíà BC, L � ñåðåäèíà FK, P � ñåðå-
äèíà BF , Q � ñåðåäèíà MK. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê LPQ �
ïðàâèëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîâîðîòå âîêðóã öåíòðà ïðàâèëüíîãî
øåñòèóãîëüíèêà íà 120◦ òî÷êà B ïåðåõîäèò â F , ñåðåäèíà ED (òî÷-
êà K) â ñåðåäèíó CB (òî÷êó M), îòðåçîê BK â îòðåçîê FM .

safonovana
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Çíà÷èò, BK = FM , à óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BK è FM ðàâåí 120◦.
Îòðåçêè PL è LQ� ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ FBK è FMK.
Ïîýòîìó PL = 1

2
BK = 1

2
FM = LQ è ∠PLQ = 60◦. Îòñþäà è

ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê OPQ � ïðàâèëüíûé.
Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíî è ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîîðäè-

íàò.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2x+ 2 + arctg x ·
√
x2 + 1 + arctg(x+ 2) ·

√
x2 + 4x+ 5 = 0.

Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x + arctg x ·

√
x2 + 1. Èñõîäíîå óðàâ-

íåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(x) + f(x+ 2) = 0. Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) íå÷¼òíàÿ. Îíà âîçðàñòàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îñè (êàê ñóììà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé). Â ñèëó íå÷¼òíîñòè îíà
âîçðàñòàåò è íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äàëåå èìååì

f(x) = −f(x+ 2); f(x) = f(−x− 2).

Ïîñêîëüêó âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàæäîå ñâî¼ çíà÷å-
íèå ðîâíî îäèí ðàç, ñïðàâåäëèâî x = −x− 2, îòêóäà x = −1.

Çàìå÷àíèå. Ìîíîòîííîñòü ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî áûëî óñòàíîâèòü è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 á.

4. Èìååòñÿ òðè ñïëàâà. Ïåðâûé ñïëàâ ñîäåðæèò 60% àëþìèíèÿ,
15% ìåäè è 25% ìàãíèÿ, âòîðîé � 30% ìåäè è 70% ìàãíèÿ, òðåòèé
� 45% àëþìèíèÿ è 55% ìàãíèÿ. Íóæíî ïîëó÷èòü íîâûé ñïëàâ
ýòèõ òð¼õ ìåòàëëîâ ñ 20% ìåäè. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ â íîâîì ñïëàâå?

Îòâåò: îò 15% äî 40%.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìàññû èñõîäíûõ ñïëàâîâ, èç êîòîðûõ ïî-

ëó÷àåòñÿ íîâûé ñïëàâ, ÷åðåç m1,m2,m3, à ìàññó íîâîãî ñïëàâà m.
Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà m1+m2+m3 = m è 0,15m1+0,3m2 = 0,2m.
Êîëè÷åñòâî àëþìèíèÿ â íîâîì ñïëàâå ðàâíî 0,6m1+0,45m3. Ïóñòü
xi = mi/m � äîëÿ i-ãî ñïëàâà â íîâîì ñïëàâå. Òîãäà äëÿ äîëè àëþ-
ìèíèÿ èìååì âûðàæåíèå y = 0,6x1 + 0,45x3.

Èòàê, çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â óñëîâèÿõ
x1 + x2 + x3 = 1;

0,15x1 + 0,3x2 = 0,4;
0 6 x1, x2, x3 6 1

íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y = 0,6x1 + 0,45x3.



Èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûðàçèì x3, x1 è y ÷åðåç x2:

x1 =
4

3
− 2x2; x3 = x2 −

1

3
; y = 0,65− 0,75x2.

Ðåøàÿ òåïåðü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-
æåò ïðèíèìàòü x2. Ïîëó÷èì

1
3
6 x2 6 2

3
. Ïîñêîëüêó y åñòü ëèíåé-

íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x2, ëåãêî íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y.
Äàëåå íóæíî ïåðåéòè ê âûðàæåíèþ äîëè â ïðîöåíòàõ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 á.
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