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Âàðèàíò I

1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDA, ëåæàò íà
äèàãîíàëè BD. Íàéäèòå óãîë DBC, åñëè ∠ABD = 40◦.

Îòâåò: 50◦ èëè 40◦.
Ðåøåíèå. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABC, ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AC. Ïîýòî-
ìó ëèáî ýòîò öåíòð � ñåðåäèíà AC (è òîãäà ABCD � ïðÿìîóãîëü-
íèê), ëèáî DB ⊥ AC (è òîãäà ABCD � ðîìá). Â ïåðâîì ñëó÷àå
óãîë DBC äîïîëíÿåò óãîë ABD äî ïðÿìîãî, à âî âòîðîì ñëó÷àå
ýòè óãëû ðàâíû äðóã äðóãó.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 10 á. Åñëè ðàññìîòðåí òîëüêî
ñëó÷àé ðîìáà, 6 á. Åñëè ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíè-
êà, 4 á.

2. Ó÷èòåëüíèöà íàïèñàëà íà äîñêå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x è
ïîïðîñèëà Êîëþ, Ïåòþ è Âàñþ âîçâåñòè ýòî ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî
â 3-þ, 4-þ è 12-þ ñòåïåíü. Îêàçàëîñü, ÷òî äî çàïÿòîé â Êîëèíîì
÷èñëå íå ìåíåå 9 öèôð, à â Ïåòèíîì íå áîëåå 11 öèôð. Ñêîëüêî
öèôð äî çàïÿòîé â çàïèñè Âàñèíîãî ÷èñëà?

Îòâåò: 33.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî x3 > 108, à x4 < 1011. Îò-

ñþäà 1032 6 x12 < 1033. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåëàÿ ÷àñòü Âàñèíîãî
÷èñëà 33-çíà÷íîå ÷èñëî.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 13 á.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2x+ 1 + x
√
x2 + 1 + (x+ 1)

√
x2 + 2x+ 2 = 0.

Îòâåò: −1
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x(1 +
√
x2 + 1). Èñõîäíîå óðàâíåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(x) + f(x+ 1) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(x) íå÷¼òíàÿ. Îíà âîçðàñòàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (êàê
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ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé). Â ñèëó íå-
÷¼òíîñòè îíà âîçðàñòàåò è íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äàëåå èìååì

f(x) = −f(x+ 1); f(x) = f(−x− 1).

Ïîñêîëüêó âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàæäîå ñâî¼ çíà÷å-
íèå ðîâíî îäèí ðàç, ñïðàâåäëèâî x = −x− 1, îòêóäà x = −1

2
.

Çàìå÷àíèå. Ìîíîòîííîñòü ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî áûëî óñòàíîâèòü è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 13 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 á.

4. Èìååòñÿ òðè ñïëàâà íèêåëÿ, ìåäè è ìàðãàíöà. Â ïåðâîì �
30% íèêåëÿ è 70% ìåäè, âî âòîðîì � 10% ìåäè è 90% ìàðãàíöà,
à â òðåòüåì � 15% íèêåëÿ, 25% ìåäè è 60% ìàðãàíöà. Íóæíî
ïîëó÷èòü íîâûé ñïëàâ ýòèõ òð¼õ ìåòàëëîâ ñ 40% ìàðãàíöà. Êàêèå
çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ìåäè â íîâîì
ñïëàâå?

Îòâåò: îò 40% äî 43
1

3
%.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìàññû èñõîäíûõ ñïëàâîâ, èç êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåòñÿ íîâûé ñïëàâ, ÷åðåç m1,m2,m3, à ìàññó íîâîãî ñïëàâà m.
Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà m1+m2+m3 = m è 0,9m2+0,6m3 = 0,4m.
Êîëè÷åñòâî ìåäè â íîâîì ñïëàâå ðàâíî 0,7m1 + 0,1m2 + 0,25m3.
Ïóñòü xi = mi/m � äîëÿ i-ãî ñïëàâà â íîâîì ñïëàâå. Òîãäà äëÿ
äîëè ìåäè èìååì âûðàæåíèå y = 0,7x1 + 0,1x2 + 0,25x3.

Èòàê, çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â óñëîâèÿõ
x1 + x2 + x3 = 1;

0,9x2 + 0,6x3 = 0,4;
0 6 x1, x2, x3 6 1

íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y = 0,7x1 + 0,1x2 + 0,25x3.
Èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûðàçèì x3, x1 è y ÷åðåç x2:

x3 =
2

3
− 3

2
x2; x1 =

1

3
+

1

2
x2; y = 0,4 + 0,075x2.

Ðåøàÿ òåïåðü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-
æåò ïðèíèìàòü x2. Ïîëó÷èì 0 6 x2 6 4

9
. Ïîñêîëüêó y åñòü ëèíåé-

íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x2, ëåãêî íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y.
Äàëåå íóæíî ïåðåéòè ê âûðàæåíèþ äîëè â ïðîöåíòàõ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 á.
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Âàðèàíò II

1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ ABC è CDA, ëåæàò íà
äèàãîíàëè BD. Íàéäèòå óãîë DBC, åñëè ∠ABD = 35◦.

Îòâåò: 55◦ èëè 35◦.
Ðåøåíèå. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABC, ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó AC. Ïîýòî-
ìó ëèáî ýòîò öåíòð � ñåðåäèíà AC (è òîãäà ABCD � ïðÿìîóãîëü-
íèê), ëèáî DB ⊥ AC (è òîãäà ABCD � ðîìá). Â ïåðâîì ñëó÷àå
óãîë DBC äîïîëíÿåò óãîë ABD äî ïðÿìîãî, à âî âòîðîì ñëó÷àå
ýòè óãëû ðàâíû äðóã äðóãó.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 10 á. Åñëè ðàññìîòðåí òîëüêî
ñëó÷àé ðîìáà, 6 á. Åñëè ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíè-
êà, 4 á.

2. Ó÷èòåëüíèöà íàïèñàëà íà äîñêå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x è
ïîïðîñèëà Êîëþ, Ïåòþ è Âàñþ âîçâåñòè ýòî ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî
â 4-þ, 5-þ è 20-þ ñòåïåíü. Îêàçàëîñü, ÷òî äî çàïÿòîé â Êîëèíîì
÷èñëå íå ìåíåå 8 öèôð, à â Ïåòèíîì íå áîëåå 9 öèôð. Ñêîëüêî
öèôð äî çàïÿòîé â çàïèñè Âàñèíîãî ÷èñëà?

Îòâåò: 36.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî x4 > 107, à x5 < 109. Îòñþäà

1035 6 x20 < 1036. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåëàÿ ÷àñòü Âàñèíîãî ÷èñëà
36-çíà÷íîå ÷èñëî.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 13 á.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2x+ 2 + x
√
x2 + 1 + (x+ 2)

√
x2 + 4x+ 5 = 0.

Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x(1 +

√
x2 + 1). Èñõîäíîå óðàâíåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(x) + f(x+ 2) = 0. Çàìåòèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(x) íå÷¼òíàÿ. Îíà âîçðàñòàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (êàê
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ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé). Â ñèëó íå-
÷¼òíîñòè îíà âîçðàñòàåò è íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äàëåå èìååì

f(x) = −f(x+ 2); f(x) = f(−x− 2).

Ïîñêîëüêó âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàæäîå ñâî¼ çíà÷å-
íèå ðîâíî îäèí ðàç, ñïðàâåäëèâî x = −x− 2, îòêóäà x = −1.

Çàìå÷àíèå. Ìîíîòîííîñòü ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî áûëî óñòàíîâèòü è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 13 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 á.

4. Èìååòñÿ òðè ñïëàâà. Ïåðâûé ñïëàâ ñîäåðæèò 60% àëþìèíèÿ,
15% ìåäè è 25% ìàãíèÿ, âòîðîé � 30% ìåäè è 70% ìàãíèÿ, òðåòèé
� 45% àëþìèíèÿ è 55% ìàãíèÿ. Íóæíî ïîëó÷èòü íîâûé ñïëàâ
ýòèõ òð¼õ ìåòàëëîâ ñ 20% ìåäè. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ â íîâîì ñïëàâå?

Îòâåò: îò 15% äî 40%.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ìàññû èñõîäíûõ ñïëàâîâ, èç êîòîðûõ ïî-

ëó÷àåòñÿ íîâûé ñïëàâ, ÷åðåç m1,m2,m3, à ìàññó íîâîãî ñïëàâà m.
Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà m1+m2+m3 = m è 0,15m1+0,3m2 = 0,2m.
Êîëè÷åñòâî àëþìèíèÿ â íîâîì ñïëàâå ðàâíî 0,6m1+0,45m3. Ïóñòü
xi = mi/m � äîëÿ i-ãî ñïëàâà â íîâîì ñïëàâå. Òîãäà äëÿ äîëè àëþ-
ìèíèÿ èìååì âûðàæåíèå y = 0,6x1 + 0,45x3.

Èòàê, çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â óñëîâèÿõ
x1 + x2 + x3 = 1;

0,15x1 + 0,3x2 = 0,4;
0 6 x1, x2, x3 6 1

íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y = 0,6x1 + 0,45x3.
Èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûðàçèì x3, x1 è y ÷åðåç x2:

x1 =
4

3
− 2x2; x3 = x2 −

1

3
; y = 0,65− 0,75x2.

Ðåøàÿ òåïåðü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìî-
æåò ïðèíèìàòü x2. Ïîëó÷èì

1
3
6 x2 6 2

3
. Ïîñêîëüêó y åñòü ëèíåé-

íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x2, ëåãêî íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y.
Äàëåå íóæíî ïåðåéòè ê âûðàæåíèþ äîëè â ïðîöåíòàõ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 á.
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