
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

9 êëàññ

1. Ó÷åíèêè 9 êëàññà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ëèöåÿ ìîãóò íà
âûáîð ñäàâàòü ÎÃÝ ïî ôèçèêå èëè èíôîðìàòèêå. Êàæäûé ó÷å-
íèê äîëæåí âûáðàòü õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò. Â 2014 ãîäó ýêçàìåí
ïî ôèçèêå ñäàâàëè 65% äåâÿòèêëàññíèêîâ, ïî èíôîðìàòèêå 60%.
Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè è ôèçèêó, è èíôîðìàòèêó?

Îòâåò: 25%.
Ðåøåíèå. Ôèçèêó íå ñäàâàëè 35%, à èíôîðìàòèêó 40%, è ýòî

ðàçíûå ëþäè, ïîñêîëüêó íå áûëî òåõ, êòî íå ñäàâàë îáà ïðåäìåòà.
Çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ 25% ó÷åíèêîâ ñäàâàëè îáà ïðåäìåòà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Íà øêîëüíîé äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 0, 1, 2,. . . , 30. Ê äîñêå

ïî î÷åðåäè ïî îäíîìó ðàçó ïîäõîäÿò 30 ó÷åíèêîâ. Êàæäûé èç íèõ
âûáèðàåò êàêèå-òî äâà ÷èñëà x è y, ñòèðàåò èõ, è çàïèñûâàåò ÷èñëî,
âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå x+y+|x−y|

2
. Êàêîå ÷èñëî ìîæåò îñòàòüñÿ íà

äîñêå?
Îòâåò: òîëüêî 30.
Ðåøåíèå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî x+y+|x−y|

2
= max(x, y).

Çíà÷èò, ïîñëå êàæäîãî äåéñòâèÿ èç äâóõ ÷èñåë, ê êîòîðûì îíî
ïðèìåíÿåòñÿ, íà äîñêå îñòà¼òñÿ ìàêñèìàëüíîå èç íèõ. Ïîñëå ïî-
ñëåäíîãî äåéñòâèÿ íà äîñêå ìîæåò îñòàòüñÿ òîëüêî íàèáîëüøåå èç
èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
3. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è abc = 1. Äîêàæèòå,

÷òî
1 + a

1 + a+ ab
+

1 + b

1 + b+ bc
+

1 + c

1 + c+ ca
= 2.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âòîðóþ è òðåòüþ äðîáü, óìíîæèâ ÷èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü âòîðîé íà a, à òðåòüåé íà ab.

1 + b

1 + b+ bc
=

a+ ab

a+ ab+ abc
=

a+ ab

a+ ab+ 1
;

1 + c

1 + c+ ca
=

ab+ abc

ab+ abc+ abca
=

ab+ 1

ab+ 1 + a
.

Òåïåðü ó âñåõ òð¼õ äðîáåé îäèíàêîâûé çíàìåíàòåëü, è èõ ëåãêî
ñëîæèòü.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 16 áàëëîâ. Åñëè òîæäåñòâî
ïðîâåðåíî òîëüêî äëÿ êàêèõ-òî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, 0 áàëëîâ.



4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó CK. Èçâåñòíî,
÷òî ∠BCA = 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî 1

CK
= 1

AC
+ 1

BC
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = BC, b = AC, l = CK.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü íà ëó÷å AC îòëîæåíà òî÷êà D òàêàÿ,
÷òî DC = CA (ðèñ. 1). Ïîñêîëüêó BC � ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå
DBA, à ìåäèàíà äåëèò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, èìååì

SDCB = SABC = SBCK + SKCA. (1)

Çàìåòèì, ÷òî ∠DCB = ∠BCK = ∠KCA = 60◦. Âîñïîëüçóåìñÿ òà-
êèì ôàêòîì: åñëè ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü îáùèé (ïî âåëè÷èíå)
óãîë, òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøå-
íèþ ïðîèçâåäåíèé ñòîðîí, çàêëþ÷àþùèõ ýòîò óãîë. Ïîäåëèâ ÷àñòè
ðàâåícòâà (1) íà SDCB, ïîëó÷èì

1 =
SBCK

SDCB

+
SKCA

SDCB

=
al

ab
+

bl

ab
=

l

b
+

l

a
.

Îòñþäà 1
l
= 1

b
+ 1

a
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç âåðøèíó B ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ KC, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AC â òî÷êå E (ðèñ. 2). Çà-
ìåòèì, ÷òî ∠ECB = 60◦ (êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà BCA),
à ∠EBC = ∠BCK = 60◦ (íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ). Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BCE � ðàâíîñòîðîííèé. Èç
ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ACK è AEB èìååì

a

l
=

BE

CK
=

AE

AC
=

b+ a

b
= 1 +

a

b
.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà a
l
= 1 + a

b
íà a, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 18 áàëëîâ.
5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 + y2)(x− 2y + 2015) = 2xy.

Îòâåò: (0; 0), (−2015; 0), (2014, 2014), (−672, 672).
Ðåøåíèå. Åñëè y = 0, òî x2(x + 2015) = 0 è x = 0 èëè x =

−2015. Ïðè x = 0 íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü xy ̸= 0. Òîãäà è x− 2y + 2015 ̸= 0. Ïðè ýòîì

|(x2 + y2)(x− 2y + 15)| > x2 + y2 > 2|xy|,

à ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè |x| = |y| è x − 2y + 2015 = ±1, à
èìåííî:



• åñëè x = y, òî x− 2y + 2015 = 1, îòêóäà x = y = 2014;

• åñëè x = −y, òî x − 2y + 2015 = −1, îòêóäà 3x = −2016,
x = −672, y = 672.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 20 áàëëîâ. Åñëè ðàññìîò-
ðåí òîëüêî ñëó÷àé xy = 0, 6 áàëëîâ. Åñëè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé
xy = 0, 14 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî ïðè xy ̸= 0 |x| = |y|, íî
ïðîïóùåí ñëó÷àé x = −y, ìèíóñ 7 áàëëîâ.

6. Ïî êðóãó çàïèñàíî 100 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà êâàäðàòó ÷èñëà, ñëåäóþùåãî çà íèìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë.

Îòâåò: ñòî äâîåê.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì

ñòîÿò ÷èñëà a è b. Òîãäà a + b = M2, a 6 M , b 6 M , îòêóäà
M2 6 2M è M 6 2 (ó÷èòûâàåì, ÷òî M > 0).

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì ñòîÿò ÷èñëà
c è d. Òîãäà c + d = m2, c > m, d > m, îòêóäà m2 > 2m è m > 2
(ïîñêîëüêó m > 0).

Èòàê, íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áîëüøå 2, à íàèìåíüøåå íå ìåíü-
øå 2. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà ðàâíû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 100 äâîåê
âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 20 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-
äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 5 áàëëîâ. Åñëè ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàâíû 2, íî íå îòìå÷åíî, ÷òî 100
äâîåê äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, 18 áàëëîâ.


	задания+ответы_2013-2014
	задания отбор_2013-2014_матем
	5.Задания по математике 6-11

	Критерии14
	Задания+ответы_2014-2015
	Ответы 6-8 кл.(математика)
	Ответы 9-11кл(математика)
	Задания+решения(6-11кл)
	Решения 6 кл_математика
	Решения 7,8,9,10,11 кл


	Критерии_матем15

