
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

11 êëàññ

1. Âûïóñêíèêè 11 êëàññà ÿçûêîâîé ãèìíàçèè ìîãóò ïî âûáîðó
ñäàâàòü ÅÃÝ ïî ñëåäóþùèì ïðåäìåòàì: îáùåñòâîçíàíèå, íåìåö-
êèé ÿçûê è àíãëèéñêèé ÿçûê. Êàæäûé ó÷åíèê äîëæåí âûáðàòü
íå ìåíåå äâóõ ïðåäìåòîâ èç òðåõ. Â 2014 ãîäó ÅÃÝ ïî íåìåöêîìó
ÿçûêó ñäàâàëè 50% âûïóñêíèêîâ ãèìíàçèè, ïî àíãëèéñêîìó 70%
è ïî îáùåñòâîçíàíèþ 90%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè
ÅÃÝ ïî âñåì òð¼ì ïðåäìåòàì?

Îòâåò: 10%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äîëÿ ó÷åíèêîâ, ñäàâàâøèõ îáùåñòâîçíàíèå è

àíãëèéñêèé ðàâíà x, îáùåñòâîçíàíèå è íåìåöêèé � y, àíãëèéñêèé è
íåìåöêèé � z, âñå ïðåäìåòû � t. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî 

y + z + t = 0,5;
x+ z + t = 0,7;
x+ y + t = 0,9;
x+ y + z + t = 1.

Åñëè èç ñóììû ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé âû÷åñòü óäâîåííîå ÷åòâ¼ð-
òîå, ïîëó÷èì t = 0,1.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 12 áàëëîâ. Åñëè ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà âåðíî, íî íå ðåøåíà, 4 áàëëà.

2. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå

(1 + tg 1◦)(1 + tg 2◦)(1 + tg 3◦) . . . (1 + tg 44◦).

Îòâåò: 222.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(1 + tgα)(1 + tg(45◦ − α)) = (1 + tgα)

(
1 +

1− tgα

1 + tgα

)
= 2.

Ìíîæèòåëè â âû÷èñëÿåìîì ïðîèçâåäåíèè ðàçáèâàþòñÿ íà 22 òàêèå
ïàðû.

Âòîðîå ðåøåíèå.

44∏
n=1

(1 + tg n◦) =
44∏
n=1

cosn◦ + sinn◦

cosn◦ =
44∏
n=1

cosn◦ + cos(90◦ − n◦)

cosn◦ =

=
44∏
n=1

2 cos 45◦ · cos(45◦ − n)

cosn◦ = (
√
2)44·cos 44

◦ · cos 43◦ · . . . · cos 1◦

cos 1◦ · cos 2◦ · . . . · cos 44◦
= 222.



Òðåòüå ðåøåíèå. Êàæäûé ìíîæèòåëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

1 + tg n◦ = tg 45◦ + tg n◦ =
sin(n◦ + 45◦)

cos 45◦ cosn◦ =
√
2
cos(45◦ − n◦)

cosn◦ .

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ âñåõ 44 ñêîáîê êîñèíóñû ñîêðàòÿòñÿ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 áàëëîâ.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

log20

(
1

cosx
− tg x

)
= log15

(
1

cosx
+ tg x

)
.

Îòâåò: x = 2πk, k ∈ Z.
Ðåøåíèå. Àðãóìåíòû îáîèõ ëîãàðèôìîâ � ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà, à èõ ïðîèçâåäåíèå, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíî åäèíèöå. Åñ-
ëè àðãóìåíòû îòëè÷íû îò 1, òî îäèí èç íèõ áîëüøå 1, à äðóãîé
ìåíüøå 1, èç-çà ÷åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ áóäóò ðàç-
íûõ çíàêîâ. Åñëè æå îáà àðãóìåíòà ðàâíû 1, òî ðàâåíñòâî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ. Çíà÷èò, óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{

1
cosx

− tg x = 1;
1

cosx
+ tg x = 1.

(1)

Ñèñòåìà (1), â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ cos x = 1.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-

äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 áàëëà. Åñëè çàäà÷à
ñâåäåíà ê ñèñòåìå (1), íî òà ðåøåíà íåâåðíî (íàïðèìåð, ïîëó÷åí
îòâåò x = πk), 8 áàëëîâ.

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

P (x) = x4 − 2(a+ 2)x2 + (a− 2)2

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòâåò: a = n2 è a = 2n2, ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t = x2. Äëÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà t2− 2(a+

2)t + (a − 2)2 èìååì D/4 = (a + 2)2 − (a − 2)2 = 8a, êîðíè ýòîãî
òð¼õ÷ëåíà (ïðè a > 0) (a+ 2)±

√
8a. Ïîýòîìó

P (x) = (x2 − (a+ 2)−
√
8a)(x2 − (a+ 2) +

√
8a). (1)

Ðàçëîæåíèå (1) íåïîñðåäñòâåííî áóäåò ïîäõîäÿùèì, åñëè îäíîâðå-
ìåííî öåëûìè áóäóò ÷èñëà a± 2

√
2a. Èõ ñóììà 2a ∈ Z. Ïðè ýòîì√

2a ∈ Q. Çíà÷èò, 2a = k2, ãäå k ∈ Z. Òåïåðü âèäíî, ÷òî a � öåëîå,
k = 2n è a = 2n2 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n.



Èòàê, ïðè a = 2n2 èìååì ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2n2 − 2− 4n)(x2 − 2n2 − 2 + 4n). (2)

Íî ýòèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a íå èñ÷åðïûâàþòñÿ!
Çàìåòèì, ÷òî îò ðàçëîæåíèÿ (1) ìîæíî ïåðåéòè ê ðàçëîæåíèþ

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Äåéñòâèòåëüíî, a+2±2
√
2a = (

√
a±

√
2)2.

Ïîýòîìó
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√
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√
2)(x+

√
a+

√
2)(x−
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√
2)(x+

√
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√
2). (3)

Ñóùåñòâóåò òðè ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ïî
äâà. Îäèí èç íèõ ïðèâîäèò ê (2). Âî âòîðîì èìååì

(x−
√
a−

√
2)(x+

√
a−

√
2) = (x−

√
2)2 − a = x2 − 2

√
2x+ 2− a,

è êîýôôèöèåíò ïðè x íå öåëûé. Òðåòèé ñïîñîá äà¼ò ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2
√
ax+ a− 2)(x2 + 2

√
ax+ a− 2).

Åñëè 2
√
a = m ∈ Z, òî a = m2

4
. Êðîìå òîãî, ñâîáîäíûé ÷ëåí òð¼õ-

÷ëåíîâ (a− 2) � öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, è a � öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó
m = 2n è a = n2, n ∈ N.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè íàéäåíà
(èç-çà íåïîëíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ) òîëüêî îäíà èç
äâóõ ñåðèé, 7 áàëëîâ.

5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 + y2)(x− 2y + 2015) = 2xy.

Îòâåò: (0; 0), (−2015; 0), (2014, 2014), (−672, 672).
Ðåøåíèå. Åñëè y = 0, òî x2(x + 2015) = 0 è x = 0 èëè x =

−2015. Ïðè x = 0 íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü xy ̸= 0. Òîãäà è x− 2y + 2015 ̸= 0. Ïðè ýòîì

|(x2 + y2)(x− 2y + 15)| > x2 + y2 > 2|xy|,

à ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè |x| = |y| è x − 2y + 2015 = ±1, à
èìåííî:

• åñëè x = y, òî x− 2y + 2015 = 1, îòêóäà x = y = 2014;

• åñëè x = −y, òî x − 2y + 2015 = −1, îòêóäà 3x = −2016,
x = −672, y = 672.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè ðàññìîò-
ðåí òîëüêî ñëó÷àé xy = 0, 4 áàëëà. Åñëè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé
xy = 0, 11 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî ïðè xy ̸= 0 |x| = |y|, íî
ïðîïóùåí ñëó÷àé x = −y, ìèíóñ 5 áàëëîâ.

6. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC ñ òóïûì óãëîì ïðè âåð-
øèíå C âçÿëè òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî AP = BC è BQ = AC.
Ïóñòü M , N , K � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, CP , CQ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî

2∠NMK + ∠ACB = 180◦.

Ðåøåíèå. Òî÷êè K è N (ñåðåäèíû ÷åâèàí) ëåæàò íà ñðåäíåé
ëèíèè B1A1 (ðèñ. 1). Ïóñòü a = BC, b = CA, c = AB, α = ∠A,
β = ∠B, γ = ∠C, ε = ∠KMN . Çàìåòèì, ÷òî c > a è c > b.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî AQ = c − b, B1K = c−b
2
; BP = c − a,

A1N = c−a
2
, A1B1 =

c
2
.

Îòñþäà B1N = A1B1−A1N = a
2
. Íî è B1M = a

2
(äëèíà ñðåäíåé

ëèíèè). Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê B1MN � ðàâíîáåäðåííûé. Îáîçíà-
÷èì x = ∠B1NM . Òîãäà B1MK = x− ε.

Ðèñ. 1

Îáîçíà÷èì òàêæå y = ∠MKA1 � âíåøíèé óãîë äëÿ òðåóãîëü-
íèêà B1MK. Ïîñêîëüêó ∠MB1A1 = β, èìååì

y = β + x− ε.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

x = α + y − ε.

Ñëîæèì äàííûå ðàâåíñòâà: 2ε = α+β = 180◦−γ. Îòñþäà 2ε+γ =
180◦. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ.
7. Ïî êðóãó çàïèñàíî 100 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ

äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà êâàäðàòó ÷èñëà, ñëåäóþùåãî çà íèìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë.

Îòâåò: ñòî äâîåê.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì

ñòîÿò ÷èñëà a è b. Òîãäà a + b = M2, a 6 M , b 6 M , îòêóäà
M2 6 2M è M 6 2 (ó÷èòûâàåì, ÷òî M > 0).

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì ñòîÿò ÷èñëà
c è d. Òîãäà c + d = m2, c > m, d > m, îòêóäà m2 > 2m è m > 2
(ïîñêîëüêó m > 0).

Èòàê, íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áîëüøå 2, à íàèìåíüøåå íå ìåíü-
øå 2. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà ðàâíû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 100 äâîåê
âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-
äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 5 áàëëîâ. Åñëè ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàâíû 2, íî íå îòìå÷åíî, ÷òî 100
äâîåê äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, 13 áàëëîâ.
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