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Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

9 êëàññ

1. Îòåö è ñûí áåãàþò ïî áåãîâîé äîðîæêå ñòàäèîíà â ðàçíûå
ñòîðîíû. Îòåö ïðîáåãàåò êðóã çà 3 ìèíóòû, à ñûí � çà 5 ìèíóò.
Êàêîå âðåìÿ ïðîõîäèò ìåæäó èõ âñòðå÷àìè?

Îòâåò: 15
8
ìèí.

Ðåøåíèå. Çà îäíó ìèíóòó îòåö ïðîáåãàåò 1
3
äëèíû äîðîæêè,

à ñûí ïðîáåãàåò 1
5
äëèíû äîðîæêè, ïîýòîìó âìåñòå îíè ïðîáåãàþò

1
3
+ 1

5
= 8

15
äëèíû äîðîæêè. Îò ìîìåíòà âñòðå÷è äî ñëåäóþùåé

âñòðå÷è èì íóæíî êàê ðàç ïðîáåæàòü îáùåå ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
äëèíå äîðîæêè. Ïîýòîìó èõ ñëåäóþùàÿ âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ ÷åðåç
15
8
ìèí.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.

3. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

(x1+x2)(y1z1+z1y2+y2z2+z2y1) = (x1+x2)(y1+y2)(z1+z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

4. Ðåøèòå ðåáóñ: ÀÕ×ÀÕ = ÁÐÐÐ. (Îäèíàêîâûå áóêâû çàìå-
íÿþò îäèíàêîâûå öèôðû. Ðàçíûå áóêâû çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû.)

Îòâåò: 38× 38 = 1444.
Ðåøåíèå. Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàêèì íå ìîæåò áûòü ÷èñëî Õ.

Î÷åâèäíî, Õ ̸= 0, 1, 5, 6 (èíà÷å Õ = Ð). Çàìåòèì, ÷òî

ÀÕ× ÀÕ = (10À+ Õ)2 = 100À2 + 20ÀÕ + Õ2.

Ïðè íå÷¼òíîì Õ ÷èñëî åäèíèö â äàííîì ÷èñëå íå÷¼òíî, à ÷èñëî
äåñÿòêîâ ÷¼òíî (ïðè âîçâåäåíèè íå÷¼òíîãî îäíîçíà÷íîãî ÷èñëà â
êâàäðàò â ñëåäóþùèé ðàçðÿä ïåðåíîñèòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî), â ñèëó ÷å-
ãî ïîñëåäíèå äâå öèôðû áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïðè Õ = 4 ïîñëåäíÿÿ
öèôðà êâàäðàòà 6, à ïðåäïîñëåäíÿÿ íå÷¼òíàÿ (èç-çà ïåðåíîñà åäè-
íèöû â ðàçðÿä äåñÿòêîâ). Îñòàþòñÿ äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ Õ: 2
è 8. Òîãäà Ð = 4. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ À: 3, 5, 6, 7, 8, 9 (ïðè À < 3
÷èñëî ÀÕ2 íå áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì; êðîìå òîãî À ̸= Ð = 4). Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ òðåìÿ ÷åòâ¼ðêàìè, íå
êðàòíî 8, â ñèëó ýòîãî ÷èñëî ÀÕ íå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 4. Êðóã
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÀÕ ñóçèëñÿ òåïåðü äî øåñòè ÷èñåë: 62, 82,
38, 58, 78, 98. Ïîäõîäèò òîëüêî ÷èñëî 38.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè îòâåò íàéäåí,
íî íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 5 á.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
(x+ 1)(y + 1)(z + 1) = xyz + 1;
(x+ 2)(y + 2)(z + 2) = xyz + 2.

Îòâåò: x = y = z = −1.
Ðåøåíèå. Ñèñòåìó ïåðåïèøåì â âèäå{

x+ y + z + xy + yz + zx = 0;
4(x+ y + z) + 2(xy + yz + zx) = −6.

Îáîçíà÷èì u = x + y + z, v = xy + yz + zx. Òîãäà u + v = 0 è
4u + 2v = −6. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé íàõîäèì u = −3,
v = 3. Çíà÷èò, {

x+ y + z = −3;
xy + yz + zx = 3.

(∗)



Ýòà ñèñòåìà èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå x = y = z = −1. Äîêàæåì,
÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Äåéñòâèòåëüíî,

(x+ 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 =

= (x+ y+ z)2− 2(xy+ yz+ zx)+2(x+ y+ z)+3 = 9− 6− 6+3 = 0.

Ñóììà òð¼õ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäîå èç íèõ ðàâíî íóëþ, òî åñòü
x+ 1 = y + 1 = z + 1 = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 16 á. Åñëè îòâåò óãàäàí, íî
íèêàêèõ îáîñíîâàíèé åãî åäèíñòâåííîñòè íå ïðèâåäåíî, 3 á. Åñëè
ïîëó÷åíû ðàâåíñòâà (∗), 5 á. (à âìåñòå ñ óãàäàííûì îòâåòîì 8 á.)

6. Â ïëîñêîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà
O òàê, ÷òî ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 75◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç îòðåçêîâ AO, BO è CO.

Îòâåò: 15◦, 135◦, 30◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà B1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

òî÷êè O âîêðóã òî÷êè B íà 60◦ (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2

Òî÷êà C ïîëó÷àåòñÿ èç A òàêèì æå ïîâîðîòîì. Çíà÷èò, B1C �
ðåçóëüòàò ïîâîðîòà îòðåçêà OA. Ïîýòîìó B1C = OA. Â òî æå âðå-
ìÿ OB1 = OB. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà OB1C
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî OB, OC è OA. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà è
íóæíî íàéòè. Èìååì:

∠COB1 = ∠COB − ∠B1OB = 75◦ − 60◦ = 15◦;

∠BB1C = ∠BOA = ∠BOC + ∠COA = 75◦ + 90◦ = 165◦;

∠OB1C = 360◦ − (∠OB1B + ∠BB1C) = 135◦;

∠B1CO = 180◦ − (∠COB1 + ∠OB1C) = 30◦.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 16 á.

7. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî èíòåðåñíûì, åñëè îíî óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì òð¼ì óñëîâèÿì: à) îíî äåâÿòèçíà÷íîå; á) â åãî
çàïèñè åñòü êàæäàÿ íåíóëåâàÿ öèôðà; â) îíî äåëèòñÿ íà 11. Íàé-
äèòå:

1) êàêîå-íèáóäü èíòåðåñíîå ÷èñëî;
2) ñàìîå ìàëåíüêîå è ñàìîå áîëüøîå èíòåðåñíîå ÷èñëî;
3) îáùåå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ÷èñåë.
Îòâåò: ñàìîå ìàëåíüêîå èíòåðåñíîå ÷èñëî 123 475 869, ñàìîå

áîëüøîå 987 652 413, à âñåãî èõ 11 · 5! · 4! = 31 680.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ñóììà öèôð 9-çíà÷íîãî ÷èñëà, ñòîÿùèõ

íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, à y � ñóììà öèôð íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Ïî ïðè-
çíàêó äåëèìîñòè íà 11, ðàçíîñòü x − y äîëæíà áûòü êðàòíà 11.
Ïîñêîëüêó x + y = 1 + 2 + . . . + 9 = 45, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî
x = 17 èëè 28 (ñîîòâåòñòâåííî, y = 28 èëè 17). Âîò âñå ÷åòâ¼ðêè è
ïÿò¼ðêè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ öèôð ñ ñóììîé öèôð 17:

1, 2, 5, 9; 1, 2, 6, 8; 1, 3, 4, 9; 1, 3, 5, 8; 1, 3, 6, 7; 1, 4, 5, 7;

2, 3, 4, 8; 2, 3, 5, 7; 2, 4, 5, 6; 1, 2, 3, 4, 7; 1, 2, 3, 5, 6.

Öèôðû èç ïåðå÷èñëåííûõ ÷åòâ¼ðîê ñòîÿò íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, à èç
ïÿò¼ðîê � íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ. Çíà÷èò, èìååì 11 ñïîñîáîâ ðàñ-
ïðåäåëèòü öèôðû ïî ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì ìåñòàì. Ïðè çàäàííîì
òàêîì ðàñïðåäåëåíèè öèôðû íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ ïåðåñòàâëÿþòñÿ 4!
ñïîñîáàìè, à íà íå÷¼òíûõ 5! ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó âñåãî èíòåðåñ-
íûõ ÷èñåë 11 ·4! ·5!. Â ñàìîì ìàëåíüêîì èíòåðåñíîì ÷èñëå öèôðû,
ñòîÿùèå íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, äîæíû èäòè ïî âîçðàñòàíèþ, ðàâíî
êàê è öèôðû íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ. Äëÿ ñàìîãî áîëüøîãî èíòåðåñíîãî
÷èñëà âñ¼ íàîáîðîò. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîçâîëÿåò íàéòè îòâåò.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 16 á. Çà ïðèìåð èíòåðåñ-
íîãî ÷èñëà 3 á. Åñëè (áåç îáîñíîâàíèé) íàéäåíî ñàìîå ìàëåíüêîå
(èëè ñàìîå áîëüøîå) èíòåðåñíîå ÷èñëî, 4 á., à åñëè è îäíî, è äðó-
ãîå, 5 á. Åñëè íàéäåíû ñòðóêòóðà èíòåðåñíîãî ÷èñëà è êîëè÷åñòâî
èíòåðåñíûõ ÷èñåë, íî îøèáêè â ï. 2, òî ìèíóñ 3 á. çà êàæäóþ
îøèáêó.


