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Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

11 êëàññ

1. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

(x1+x2)(y1z1+z1y2+y2z2+z2y1) = (x1+x2)(y1+y2)(z1+z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
cos2(πx) =

√
x− y;

6y2 + 7y + 1 =
√
x− y − 1.

Îòâåò: x = 0, y = −1.
Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïèñû-

âàåòñÿ íåðàâåíñòâîì x − y > 1. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
èìååì

√
x− y = cos2(πx) 6 1, îòêóäà x− y 6 1. Çíà÷èò, x− y = 1.

Òîãäà cos2(πx) = 1, x = k ∈ Z, y = k − 1 ∈ Z. Âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä 6y2+7y+1 = 0. Çäåñü òîëüêî îäèí öåëûé
êîðåíü y = −1, ïðè ýòîì x = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè îòâåò óãàäàí,
íî ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, 2 á. Åñëè òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî x− y = 1,
3 á.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2arcctg(x

3+x) − 2arcctg(2x
2)

arctg(2x2)− arctg(2x+2)
6 0.

Îòâåò: (−1; 0] ∪ (2;+∞) ∪ {1}.



Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f(x) = 2arcctg(x) è
g(x) = arctg(2x) ðåøàåìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f(x3 + x)− f(2x2)

g(x2)− g(x+ 2)
6 0. (1)

Çàìåòèì, ÷òî f(x)� óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (êàê êîìïîçèöèÿ óáûâà-
þùåé ôóíêöèè y = arcctg x è âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè y = 2x). Ïî-
ýòîìó äëÿ ëþáûõ a è b çíàê ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(a)−f(b)
ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ a−b. Â ñâîþ î÷åðåäü,
g(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (êàê êîìïîçèöèÿ âîçðàñòàþùèõ
ôóíêöèé y = 2x è y = arctg x), è äëÿ ëþáûõ a è b çíàê ðàçíî-
ñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè g(a) − g(b) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ðàçíîñòè
àðãóìåíòîâ a− b. Ïîýòîìó, åñëè â íåðàâåíñòâå (1) ðàçíîñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèé f è g çàìåíèòü ðàçíîñòÿìè èõ àðãóìåíòîâ, òî çíàê
ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîìåíÿåòñÿ, è îíî ïðèìåò âèä

(x3 + x)− 2x2

x2 − (x+ 2)
> 0. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
ïðè òàêîì ïåðåõîäå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x íå
èçìåíèëàñü, è íåðàâåíñòâà (1) è (2) ðàâíîñèëüíû. Íåðàâåíñòâî (2)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó x(x−1)2

(x+1)(x−2)
> 0, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà ïîòåðþ ðåøåíèÿ

x = 1 ìèíóñ 3 á.

4. Â ïèðàìèäå ABCD ð¼áðà DA, DB è DC ïîïàðíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû. Ìåäèàíû ãðàíåé, ïðîâåä¼ííûå èç âåðøèíû D, ðàâíû
13, 14 è 15. Íàéäèòå:

1) ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ABC;
2) îáú¼ì ïèðàìèäû ABCD;
3) ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé âîêðóã ABCD.
Îòâåò: 1) 336; 2) 168

√
55; 3)

√
295.

Ðåøåíèå. 1) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ãèïîòåíóçà âäâîå
áîëüøå ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ïîýòîìó
AB = 26, BC = 28, CA = 30. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC íàõî-
äèì ïî ôîðìóëå Ãåðîíà:

SABC =
√
42 · 16 · 14 · 12 = 4

√
7 · 3 · 2 · 7 · 2 · 3 · 22 = 7 · 3 · 16 = 336.



2) Ïóñòü a = DA, b = DB, c = DC. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà,
a2 + b2 = 262 = 4 · 169;
b2 + c2 = 282 = 4 · 196;
c2 + a2 = 302 = 4 · 225.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì c = 2
√
126, a = 2

√
99,

b = 2
√
70. Èç âçàèìíîé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ð¼áåð DA, DB è DC

ñëåäóåò, ÷òî

VABCD =
1

6
abc =

4

3

√
9 · 14 · 9 · 11 · 5 · 14 = 168

√
55.

3) Ïèðàìèäó DABC ìîæíî äîñòðîèòü äî ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà ñ ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ð¼áðàìè äëèíîé a,
b è c. Ñôåðà, îïèñàííàÿ âîêðóã ïàðàëëåëåïèïåäà, áóäåò îïèñàíà è
âîêðóã ïèðàìèäû. Äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà � äèàìåòð ñôåðû,
ïîýòîìó èñêîìûé ðàäèóñ � ýòî ïîëîâèíà äèàãîíàëè:

R =
1

2

√
a2 + b2 + c2 =

√
295.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà îòäåëüíûå ïóíêòû:
ï. 1 � 4 á., ï. 2 � 5 á., ï. 3 � 5 á.

5. Äîêàæèòå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà B = 2697 êàêàÿ-òî
öèôðà âñòðåòèòñÿ íå ìåíåå 22 ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îöåíèì êîëè÷åñòâî öèôð â äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñè ÷èñëà B.

2697 = (210)69 · 27 > 103·69 · 128 > 10209.

10209 � ñàìîå ìàëåíüêîå 210-çíà÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó â çàïèñè ÷èñ-
ëà B íå ìåíåå 210 öèôð (íà ñàìîì äåëå, èõ ðîâíî 210, íî óñòà-
íîâèòü ýòî áåç ïîìîùè êàëüêóëÿòîðà äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî,
è â äàëüíåéøåì íà äàííûé ôàêò ìû íå îïèðàåìñÿ!). Äîêàçûâàÿ
óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàññóæäåíèåì îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî êàæäàÿ èç äåñÿòè öèôð âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå 21 ðàçà. Òîãäà
âñåãî öèôð íå áîëåå 210. Åñëè â çàïèñè ÷èñëà B áîëåå 210 öèôð,
òî ïðîòèâîðå÷èå óæå ïîëó÷åíî. Åñëè æå öèôð ðîâíî 210, òî êàæ-
äàÿ èç íèõ äîëæíà âñòðåòèòüñÿ ïî 21 ðàçó. Íî òîãäà îáùàÿ ñóììà
öèôð ÷èñëà B ðàâíà 21(0+1+2+ . . .+9) è êðàòíà 3. Ïî ïðèçíàêó
äåëèìîñòè íà 3, è ÷èñëî B äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3, ÷òî íåâåðíî.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè ïîêàçàíî, ÷òî
öèôð íå ìåíåå 210, 5 á. Åñëè ê òîìó æå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
öèôð áîëüøå 210, åù¼ 3 á.

6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ñóììû
2n ñëàãàåìûõ

√
n2 + 1 +

√
n2 + 2 + . . .+

√
n2 + 2n.

Îòâåò: 2n2 + n.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñóììó êîðíåé:

S =
2n∑
k=1

√
n2 + k =

2n∑
k=1

(n+(
√
n2 + k−n)) = 2n2+

2n∑
k=1

k√
n2 + k + n

.

Îáîçíà÷èì ∆ =
2n∑
k=1

k√
n2+k+n

è îöåíèì ýòó âåëè÷èíó. Ñ îäíîé ñòî-

ðîíû,
k√

n2 + k + n
<

k

2n
. Îòñþäà

∆ <
1

2n

2n∑
k=1

k =
1

2n
· 1 + 2n

2
· 2n = n+

1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k√

n2 + k + n
>

k√
n2 + 2n+ 1 + n

=
k

2n+ 1
è

∆ >
1

2n+ 1

2n∑
k=1

k =
1

2n+ 1
· 1 + 2n

2
· 2n = n.

Òàêèì îáðàçîì, n < ∆ < n + 1
2
è öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ∆ ðàâíà n.

Òåïåðü îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî S = 2n2 +∆.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

7. Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ââåä¼ì îïåðàöèþ ∗ ïî
ïðàâèëó x ∗ y = 3x+2y

xy+6
. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

C = (. . . ((2014 ∗ 2013) ∗ 2012) ∗ . . . ∗ 2) ∗ 1.

Îòâåò:
37

55
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå x ̸= −2 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî x ∗ 3 = 1. Ïîýòîìó

C = (1 ∗ 2) ∗ 1 =
7

8
∗ 1 =

21
8
+ 2

7
8
+ 6

=
37

55
.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.






