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Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

10 êëàññ

1. Öåíà áèëåòà â áàññåéí áûëà 300 ðóá. Ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû
áèëåòà êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé óâåëè÷èëîñü íà 50%, à ñáîð óâåëè-
÷èëñÿ íà 25%. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ñíèçèëè öåíó áèëåòà?

Îòâåò: íà 50 ðóáëåé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñåòèòåëåé, à x

� íîâàÿ öåíà áèëåòà. Òîãäà, ïîñëå ñíèæåíèÿ öåíû, ïîñåòèòåëåé
áóäåò 1,5n, à ñáîð äåíåã ñîñòàâèò 1,5nx. Ïåðâîíà÷àëüíî äåíåã ñî-
áðàëè 300n, à ñáîð óâåëè÷èëñÿ íà 25%, îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
1,5xn − 300n = 0,25 · 300n, èç êîòîðîãî x = 250. Ñëåäîâàòåëüíî,
öåíó ñíèçèëè íà 50 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 á.

2. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñàøà äëÿ
êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà
ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà 2013. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 75.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çà-

ïèñàíû ÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà
ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà

x1x2(y1z1 + z1y2 + y2z2 + z2y1) = (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013.

×èñëî 2013 = 3 · 11 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 11 + 61 = 75.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè íàéäåíî ðàâåí-
ñòâî (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 2013, íî íå íàéäåíî ðàçëîæåíèå
÷èñëà 2013 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, 3 á.

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
cos2(πx) =

√
x− y;

6y2 + 7y + 1 =
√
x− y − 1.

Îòâåò: x = 0, y = −1.



Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïèñû-
âàåòñÿ íåðàâåíñòâîì x − y > 1. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
èìååì

√
x− y = cos2(πx) 6 1, îòêóäà x− y 6 1. Çíà÷èò, x− y = 1.

Òîãäà cos2(πx) = 1, x = k ∈ Z, y = k − 1 ∈ Z. Âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä 6y2+7y+1 = 0. Çäåñü òîëüêî îäèí öåëûé
êîðåíü y = −1, ïðè ýòîì x = 0.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè îòâåò óãàäàí,
íî ðåøåíèå îòñóòñòâóåò, 2 á. Åñëè òîëüêî äîêàçàíî, ÷òî x− y = 1,
3 á.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
(x3 + x)3 − 8x6

32x10 − (x+ 2)5
> 0.

Îòâåò: (1−
√
17

4
; 0] ∪ (1+

√
17

4
; +∞) ∪ {1}.

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f(x) = x3 è g(x) = x5 ðåøàå-
ìîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

f(x3 + x)− f(2x2)

g(2x2)− g(x+ 2)
6 0. (1)

Çàìåòèì, ÷òî f(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ
a è b çíàê ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(a) − f(b) ñîâïàäàåò ñî
çíàêîì ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ a−b. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðà-
âåäëèâî ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè g(x). Ïîýòîìó â íåðàâåíñòâå (1)
ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé f è g ìîæíî çàìåíèòü ðàçíîñòÿìè èõ
àðãóìåíòîâ:

(x3 + x)− 2x2

2x2 − (x+ 2)
> 0. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
ïðè òàêîì ïåðåõîäå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x
íå èçìåíèëàñü, è íåðàâåíñòâà (1) è (2) ðàâíîñèëüíû. Íåðàâåíñòâî

(2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó x(x−1)2

2x2−x−2
> 0, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Çà ïîòåðþ ðåøåíèÿ

x = 1 ìèíóñ 3 á.

5. Â ïëîñêîñòè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà
O òàê, ÷òî ∠AOC = 90◦, ∠BOC = 75◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç îòðåçêîâ AO, BO è CO.

Îòâåò: 15◦, 135◦, 30◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà B1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà

òî÷êè O âîêðóã òî÷êè B íà 60◦ (ðèñ. 2).



Ðèñ. 2

Òî÷êà C ïîëó÷àåòñÿ èç A òàêèì æå ïîâîðîòîì. Çíà÷èò, B1C �
ðåçóëüòàò ïîâîðîòà îòðåçêà OA. Ïîýòîìó B1C = OA. Â òî æå âðå-
ìÿ OB1 = OB. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà OB1C
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî OB, OC è OA. Óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà è
íóæíî íàéòè. Èìååì:

∠COB1 = ∠COB − ∠B1OB = 75◦ − 60◦ = 15◦;

∠BB1C = ∠BOA = ∠BOC + ∠COA = 75◦ + 90◦ = 165◦;

∠OB1C = 360◦ − (∠OB1B + ∠BB1C) = 135◦;

∠B1CO = 180◦ − (∠COB1 + ∠OB1C) = 30◦.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

6. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå öåëóþ ÷àñòü ñóììû
2n ñëàãàåìûõ

√
n2 + 1 +

√
n2 + 2 + . . .+

√
n2 + 2n.

Îòâåò: 2n2 + n.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñóììó êîðíåé:

S =
2n∑
k=1

√
n2 + k =

2n∑
k=1

(n+(
√
n2 + k−n)) = 2n2+

2n∑
k=1

k√
n2 + k + n

.

Îáîçíà÷èì ∆ =
2n∑
k=1

k√
n2+k+n

è îöåíèì ýòó âåëè÷èíó. Ñ îäíîé ñòî-

ðîíû,
k√

n2 + k + n
<

k

2n
. Îòñþäà

∆ <
1

2n

2n∑
k=1

k =
1

2n
· 1 + 2n

2
· 2n = n+

1

2
.



Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k√

n2 + k + n
>

k√
n2 + 2n+ 1 + n

=
k

2n+ 1
è

∆ >
1

2n+ 1

2n∑
k=1

k =
1

2n+ 1
· 1 + 2n

2
· 2n = n.

Òàêèì îáðàçîì, n < ∆ < n + 1
2
è öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ∆ ðàâíà n.

Òåïåðü îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî S = 2n2 +∆.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.

7. Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ââåä¼ì îïåðàöèþ ∗ ïî
ïðàâèëó x ∗ y = 2x+y

xy+2
. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(. . . ((2014 ∗ 2013) ∗ 2012) ∗ . . . ∗ 2) ∗ 1.

Îòâåò: 1
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå x ̸= −1 âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî x ∗ 2 = 1. Ïîýòîìó

C = 1 ∗ 1 =
2 + 1

1 + 2
= 1.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 15 á.


