
Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå

8-9 êëàññû (ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ)
24 ìàðòà 2013 ã.

1. Äâå ìàøèíû åäóò ïî çàãîðîäíîìó øîññå ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷, ñîõðà-
íÿÿ äèñòàíöèþ 45 ì. Ìèíóÿ çíàê îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, êàæäàÿ èç ìàøèí
ðåçêî ñáðàñûâàåò ñêîðîñòü äî 50 êì/÷. Êàêèì ïîñëå ýòîãî áóäåò ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìàøèíàìè?

Îòâåò: 25 ì.
Ðåøåíèå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ïåðâàÿ ìàøèíà äîñòèãëà ñòîëáà ñî çíà-

êîì îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, âòîðàÿ ìàøèíà íàõîäèëàñü â 45 ì îò íåãî. Ïîêà
âòîðàÿ ìàøèíà åäåò ê ñòîëáó, ïåðâàÿ óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ, ñîñòàâ-
ëÿþùåé 5/9 îò ñêîðîñòè ïåðâîé ìàøèíû. Ïîýòîìó ê ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ 2-é
ìàøèíîé ñòîëáà, ïåðâàÿ óäàëèòñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå 45 ·5/9 = 25 ìåòðîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè õîä ðåøåíèÿ ïðàâèëü-
íûé, íî èç-çà àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåõîäîì îò êì/÷ â ì/ñ,
îòâåò íåâåðåí, ñòàâèòñÿ 4 áàëëà. Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé è îòâåò âåðíûé,
íî â âûêëàäêàõ åñòü àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, êîìïåíñèðóþùèå äðóã äðóãà,
ñòàâèòñÿ 8 áàëëîâ.

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
|y + x| = 2− x+ y;
ax− y = 2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: a < 0 è a = 1.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèê ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè y > −x ïîñëå ðàñ-

êðûòèÿ ìîäóëÿ ïîëó÷àåì x = 1. Ïðè y 6 −x èìååì y = −1. Çíà÷èò, ãðàôèêîì
ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå A(1;−1) ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ. 1). Ãðàôèêîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B(0;−2) è èìåþùàÿ óãëîâîé êîýôôèöèåíò a.



Íóæíî âûáðàòü a òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ è ëîìàíàÿ èìåëè ðîâíî îäíó îáùóþ
òî÷êó. Òàê áóäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ
îñüþ Ox (ò. å. a < 0) èëè êîãäà ïðÿìàÿ ïðîéä¼ò ÷åðåç âåðøèíó ëîìàíîé (ïðè
ýòîì a = 1).

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Åñëè (îáîñíîâàííî) íàéäåíî
òîëüêî çíà÷åíèå a = 1, çà ýòî 5 áàëëîâ.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
x2 − x+

√
4− 3x− x2 =

√
x− 1.

Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. Ðåøàÿ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ x2−x > 0, 4−3x−x2 > 0, x−1 > 0,

íàõîäèì, ÷òî ÎÄÇ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x = 1. Ïîäñòàíîâêà ïîäòâåðæäàåò,
÷òî 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè âåðíî íàéäåíà ÎÄÇ,
íî ïðîâåðêè òîãî, ÷òî 1 � êîðåíü, íå ñäåëàíî, 9 áàëëîâ. Åñëè êîðåíü óãàäàí,
íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ êîðíåé, 3 áàëëà.

4. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 5 ðàçäåëèëè íà 25 ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêîâ îòðåçêàìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì (ðèñ. 2).

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðîìáîâ ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî âûðåçàòü ïî ëèíèÿì
ïîëó÷èâøåéñÿ ñåòêè?

Îòâåò: 10.
Ðåøåíèå. Ñðåäè 25 òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ 15 íàïðàâëåíû ââåðõ, à

10 âíèç. Â ëþáîì ðîìáå ïî îäíîìó òðåóãîëüíèêó êàæäîãî âèäà. Ïîýòîìó
áîëüøå 10 ðîìáîâ âûðåçàòü íå óäàñòñÿ. (Òî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè
ñ èñïîëüçîâàíèåì øàõìàòíîé ðàñêðàñêè òðåóãîëüíèêîâ). Ïðèìåð, êàê ìîæíî
âûðåçàòü 10 ðîìáîâ, ïðèâåä¼í íà ðèñ. 3.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Çà ïðàâèëüíûé ïðèìåð (áåç
îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè) 5 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà îöåíêà, íî íå ïðèâå-
ä¼í ïðèìåð, 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü ïðèìåð, íî íåïîëíîå îáîñíîâàíèå ìàêñèì-
ìàëüíîñòè, òî áàëëû ñíèæàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíîòû îáîñíîâàíèé.

5. ABCDE � âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê, â êîòîðîì âñå ñòîðîíû ðàâíû è
∠A = ∠C = 108◦. Äîêàæèòå, ÷òî ABCDE � ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A′B′C ′D′E ′ � ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê ñ òà-
êîé æå äëèíîé ñòîðîíû, ÷òî è ó èñõîäíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Ïðîâåä¼ì â ïÿòè-
óãîëüíèêàõ äèàãîíàëè èç âåðøèí B è B′.

Èìååì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ BAE è B′A′E ′, BCD è B′C ′D′ (ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Çíà÷èò, BE = B′E ′ è BD = B′D′. Ïîýòîìó
ðàâíû òðåóãîëüíèêè EBD è E ′B′D′ (ïî òð¼ì ñòîðîíàì). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïÿòèóãîëüíèêè ABCDE è A′B′C ′D′E ′ ìîæíî ñîâìåñòèòü íàëîæåíèåì.
Çíà÷èò, ýòî ðàâíûå ôèãóðû.

Äðóãîé âàðèàíò çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà � ïîäñ÷¼ò óãëîâ. Íàïðèìåð,

∠B = ∠ABE+∠EBD+∠DBC = ∠A′B′E ′+∠E ′B′D′+∠D′B′C ′ = ∠B′ = 108◦.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ.

6. Ïóñòü a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ÷èñëà a · b, b · c è c · a äå-
ëÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ÷èñëà 3c, 11a è 61b. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ abc.

Îòâåò: 20132 = 4052 169.
Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. ab
... 3c, bc

... 11a ⇒ ab2c
... 33ac ⇒ b2

... 33. Åñëè êâàäðàò
öåëîãî ÷èñëà n äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî è ñàìî ÷èñëî n äåëèòñÿ íà p
(èíà÷å åãî êâàäðàò íå áûë áû êðàòåí p). Ïîñêîëüêó b2 äåëèòñÿ è íà 3, è íà
11, âåðíî, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÷èñëî b. Çíà÷èò, b äåëèòñÿ è íà
33.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî c
...11·61, a ...3 ·61. Çíà÷èò, abc ...3 ·11·11 ·61 ·3 ·61 =

(3 · 11 · 61)2 = 20132 = 4052169.
Ïîýòîìó abc > 20132. Ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 3 ·61, b = 3 ·11,

c = 11 · 61.
Âòîðîé ñïîñîá. Ñðåäè äåëèòåëåé ÷èñåë a, b è c âñòðå÷àþòñÿ 3, 11 è 61.

Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýòèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç.

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ab
... 3c ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a èëè b

äåëèòñÿ íà 3. Ïóñòü ýòî, ê ïðèìåðó, ÷èñëî a. Íî bc êðàòíî a. Çíà÷èò, b èëè c

äåëèòñÿ íà 3. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ 11 è 61. Ïîýòîìó abc
...(3·11·61)2.

Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê â 1-ì ñïîñîáå.
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Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò (áåç
îáîñíîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè) 5 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà ëèøü îöåíêà abc >
3 · 11 · 61, çà ýòî 3 áàëëà. Åñëè ïîëó÷åíà îöåíêà abc > (3 · 11 · 61)2, íî íå
ïðèâåä¼í ïðèìåð, 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü ïðèìåð, íî íåïîëíîå îáîñíîâàíèå ìè-
íèìàëüíîñòè, òî áàëëû ñíèæàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíîòû îáîñíîâàíèé.

7. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC òðåóãîëüíèêà ABC. Íà îòðåçêå BM
âûáðàíà òî÷êà O. Ëó÷è AO è CO ïåðåñåêàþò ñòîðîíû BC è AB â òî÷êàõ A1

è C1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ A1C1 ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AC.
Ðåøåíèå.
Ïåðâûé ñïîñîá. [Äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ è ïîäîáèå òðåãîëüíèêîâ]

Âîçüì¼ì íà ñòîðîíàõ AB è CB òî÷êè N è K òàêèå, ÷òî MN ∥ CC1 è MK ∥
AA1. Ýòî ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ACC1 è ACA1. Ïîýòîìó AN = NC1,
CK = KA1.

Ïóñòü BO : OM = x : y. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ NBM è C1BO (èõ
ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû) BC1 : C1N = x : y. Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà
AN = NC1 ïîëó÷àåì BC1 : BA = x : (x + 2y). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
ïðèâîäÿò ê ïðîïîðöèè BA1 : BC = x : (x + 2y). Çíà÷èò, ó òðåóãîëüíèêîâ
C1BA1 è ABC ñòîðîíû, ïðèëåæàùèå ê îáùåìó óãëó, ïðîïîðöèîíàëüíû �
BC1 : BA = BA1 : BC. Îòñþäà ñëåäóåò èõ ïîäîáèå è ïàðàëëåëüíîñòü ñòîðîí
C1A1 è BC.

Âòîðîé ñïîñîá. [Ìåòîä ìàññ] Ðàçìåñòèì â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà ABC
òàêèå ìàññû, ÷òîáû èõ öåíòð ìàññ áûë â òî÷êå O. Ïðè ýòîì öåíòð ìàññ
â òî÷êàõ A è C äîëæåí áûòü â òî÷êå M � ñåðåäèíå AB. Ïîýòîìó â ýòèõ
âåðøèíàõ äîëæíû áûòü ðàâíûå ìàññû, âîçüì¼ì èõ åäèíè÷íûìè. Ïóñòü ìàññà
â òî÷êå B ðàâíà m. Åñëè ãðóïïèðîâàòü ìàññû â òî÷êàõ A è B, òî èõ öåíòð
ìàññ äîëæåí áûòü â òî÷êå C1. Îòñþäà BC1 : C1A = 1 : m. Àíàëîãè÷íî,
BA1 : A1C = 1 : m. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òàêîå æå, êàê â 1-ì ñïîñîáå
ðåøåíèÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ.
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