
Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå

6-7 êëàññû (ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ)
24 ìàðòà 2013 ã.

1. Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ êëàññà óâëåêàåòñÿ ôóòáîëîì èëè òàíöàìè (åñòü
òå, êòî óâëåêàåòñÿ è ôóòáîëîì, è òàíöàìè). Îêàçàëîñü, ÷òî êàê ó ïîêëîí-
íèêîâ ôóòáîëà, òàê è ó ïîêëîííèêîâ òàíöåâ ñðåäíèé áàëë ïî ôèçêóëüòóðå
áîëüøå 4. Ìîæåò ëè ñðåäíèé áàëë ïî ôèçêóëüòóðå ó ó÷åíèêîâ âñåãî êëàññà
áûòü ìåíüøå 4?

Îòâåò: Äà. Íàïðèìåð, ïóñòü â êëàññå 10 ïîêëîííèêîâ ôóòáîëà è òàíöåâ,
è âñå îíè èìåþò ïî ôèçêóëüòóðå 5, à ïîêëîííèêîâ òîëüêî ôóòáîëà è òîëüêî
òàíöåâ � ïî 7 ÷åëîâåê, è ïî ôèçêóëüòóðå ó íèõ 3. Òîãäà îáùèé ñðåäíèé
áàëë áóäåò ìåíüøå 4, õîòÿ ñðåäè ïîêëîííèêîâ ôóòáîëà è òàíöåâ, âçÿòûõ ïî
îòäåëüíîñòè, îí áóäåò áîëüøå 4.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíûé ïðèìåð 14 áàëëîâ. Çà îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ �
0 áàëëîâ.

2. Çíàéêà ïðèø¼ë â ãîñòè ê áðàòüÿì-áëèçíåöàì Âèíòèêó è Øïóíòèêó,
çíàÿ, ÷òî îäèí èç íèõ âñåãäà ëæ¼ò, à âòîðîé ìîæåò áûòü è ïðàâäèâûì, è
ëæèâûì (ïî íàñòðîåíèþ). Çíàéêà ñïðîñèë îäíîãî èç íèõ: ¾Òû � Âèíòèê?¿
Óñëûøàâ îòâåò ¾äà¿, Çíàéêà çàäàë òîò æå âîïðîñ äðóãîìó áðàòó. Ïî åãî
îòâåòó Çíàéêà ñìîã îïðåäåëèòü, êòî åñòü êòî. Êòî æå îêàçàëñÿ Âèíòèêîì �
ïåðâûé èëè âòîðîé áðàò?

Îòâåò: âòîðîé áðàò.
Ðåøåíèå. Åñëè áû âòîðîé áðàò, êàê è ïåðâûé, îòâåòèë ¾äà¿, Çíàéêà

íå ñìîã áû ðàçëè÷èòü áðàòüåâ. Çíà÷èò, âòîðîé îòâåòèë ¾íåò¿. Åñëè áû ïåð-
âûé áðàò áûë Âèíòèêîì, òî ïðàâäó ñêàçàëè áû îáà, ÷òî, ïî óñëîâèþ çàäà÷è,
íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, Âèíòèê � âòîðîé áðàò, à ñîëãàëè îáà, ÷òî, îïÿòü æå ïî
óñëîâèþ çàäà÷è, äîïóñêàåòñÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè ëèøü óêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðîçâó÷àëè ðàçíûå îòâåòû, ñòàâèòñÿ 4 áàëëà.

3. Ó êðåñòüÿíèíà áûëè êîçà, êîðîâà è êîáûëà, è åù¼ ñòîã ñåíà. Ñûí êðå-
ñòüÿíèíà ïîäñ÷èòàë, ÷òî ýòîãî ñåíà õâàòèò, ÷òîáû êîðìèòü êîçó è êîáûëó

îäèí ìåñÿö, èëè êîçó è êîðîâó
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ìåñÿöà, èëè æå êîðîâó è êîáûëó
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ìåñÿöà.

Ìîæåò ëè îòåö, åñëè îí ñèë¼í â ìàòåìàòèêå, ñîãëàñèòüñÿ ñ ïîäñ÷¼òàìè ñûíà?
Îòâåò: íå ìîæåò.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x, y è z � òå ÷àñòè ñòîãà ñåíà, êîòîðûå ñúåäàþò çà

ìåñÿö êîçà, êîáûëà è êîðîâà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è,

x+y = 1, x+z =
4

3
, y+z = 3. Íî òîãäà y+z > (x+y)+(x+z), ÷òî íåâîçìîæíî

ïðè ïîëîæèòåëüíîì x.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Çà îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ �

0 áàëëîâ.



4. Äâå ìàøèíû åäóò ïî çàãîðîäíîìó øîññå ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷, ñîõðà-
íÿÿ äèñòàíöèþ 45 ì. Ìèíóÿ çíàê îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, êàæäàÿ èç ìàøèí
ðåçêî ñáðàñûâàåò ñêîðîñòü äî 50 êì/÷. Êàêèì ïîñëå ýòîãî áóäåò ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìàøèíàìè?

Îòâåò: 25 ì.
Ðåøåíèå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ïåðâàÿ ìàøèíà äîñòèãëà ñòîëáà ñî çíà-

êîì îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, âòîðàÿ ìàøèíà íàõîäèëàñü â 45 ì îò íåãî. Ïîêà
âòîðàÿ ìàøèíà åäåò ê ñòîëáó, ïåðâàÿ óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ, ñîñòàâ-
ëÿþùåé 5/9 îò ñêîðîñòè ïåðâîé ìàøèíû. Ïîýòîìó ê ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ 2-é
ìàøèíîé ñòîëáà, ïåðâàÿ óäàëèòñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå 45 ·5/9 = 25 ìåòðîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè õîä ðåøåíèÿ ïðàâèëü-
íûé, íî èç-çà àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåõîäîì îò êì/÷ â ì/ñ,
îòâåò íåâåðåí, ñòàâèòñÿ 4 áàëëà. Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé è îòâåò âåðíûé,
íî â âûêëàäêàõ åñòü àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, êîìïåíñèðóþùèå äðóã äðóãà,
ñòàâèòñÿ 8 áàëëîâ.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿ êîòîðûõ èç íåðàâåíñòâ
n > 10, n > 20, n > 30, n < 40, n < 50, n < 60 íå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäíî?

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå. Åñëè íåâåðíî, ÷òî n > 20, òî íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåí-

ñòâî n > 30, íî äâà íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî íå ìîãóò íàðóøàòüñÿ. Çíà÷èò,
n > 20.

Åñëè íåâåðíî, ÷òî n < 50, òî íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî
n < 40. Ïîýòîìó n < 50.

Äëÿ n = 21, 22, . . . , 30 íå âûïîëíåíî òîëüêî íåðàâåíñòâî n > 30.
Äëÿ n = 31, 32, . . . , 39 âûïîëíåíû âñå íåðàâåíñòâà.
Äëÿ n = 40, 42, . . . , 49 íå âûïîëíåíî òîëüêî íåðàâåíñòâî n < 40.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà 21, 22,. . . , 30, 40,

41, . . . , 49, è òîëüêî îíè � âñåãî 20 ÷èñåë.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè íàéäåíû âñå ÷èñëà,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è, íî íå äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ ÷èñåë ñ òàêèì
ñâîéñòâîì íåò, ñòàâüòå 8 áàëëîâ.

6. Ïóñòü a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ÷èñëà a · b, b · c è c · a äå-
ëÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ÷èñëà 3c, 11a è 61b. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ abc.

Îòâåò: 20132 = 4052 169.
Ðåøåíèå.

Ïåðâîå ðåøåíèå. ab
... 3c, bc

... 11a ⇒ ab2c
... 33ac ⇒ b2

... 33. Åñëè êâàäðàò
öåëîãî ÷èñëà n äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî è ñàìî ÷èñëî n äåëèòñÿ íà p
(èíà÷å åãî êâàäðàò íå áûë áû êðàòåí p). Ïîñêîëüêó b2 äåëèòñÿ è íà 3, è íà
11, âåðíî, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÷èñëî b. Çíà÷èò, b äåëèòñÿ è íà
33.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî c
... 11 · 61, a ... 3 · 61. Çíà÷èò,

abc
... 3 · 11 · 11 · 61 · 3 · 61 = (3 · 11 · 61)2 = 20132 = 4052169.

Ïîýòîìó abc > 20132. Ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 3 ·61, b = 3 ·11,
c = 11 · 61.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ñðåäè äåëèòåëåé ÷èñåë a, b è c âñòðå÷àþòñÿ 3, 11 è 61.
Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýòèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç.

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ab
... 3c ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a èëè b

äåëèòñÿ íà 3. Ïóñòü ýòî, ê ïðèìåðó, ÷èñëî a. Íî bc êðàòíî a. Çíà÷èò, b èëè c

äåëèòñÿ íà 3. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ 11 è 61. Ïîýòîìó abc
...(3·11·61)2.

Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê â 1-ì ñïîñîáå.
Òðåòüå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî abc äåëèòñÿ íà 3c2,

11a2, 61b2. Ñòàëî áûòü, åñëè p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñåë a, b èëè c (à äðóãèõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó abc íåò), òî ÷èñëî abc äåëèòñÿ íà p2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó
abc åñòü äåëèòåëè 3, 11 è 61. Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùèõ
ñïîñîáàõ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò (áåç
îáîñíîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè) 5 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà ëèøü îöåíêà abc >
3 · 11 · 61, çà ýòî 3 áàëëà. Åñëè ïîëó÷åíà îöåíêà abc > (3 · 11 · 61)2, íî íå
ïðèâåä¼í ïðèìåð, 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü ïðèìåð, íî íåïîëíîå îáîñíîâàíèå ìè-
íèìàëüíîñòè, òî áàëëû ñíèæàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíîòû îáîñíîâàíèé.

7. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 5 ðàçäåëèëè íà 25 ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêîâ îòðåçêàìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì (ðèñ. 1).

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðîìáîâ ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî âûðåçàòü ïî ëèíèÿì
ïîëó÷èâøåéñÿ ñåòêè?

Îòâåò: 10.
Ðåøåíèå. Ñðåäè 25 òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ 15 íàïðàâëåíû ââåðõ, à

10 âíèç. Â ëþáîì ðîìáå ïî îäíîìó òðåóãîëüíèêó êàæäîãî âèäà. Ïîýòîìó
áîëüøå 10 ðîìáîâ âûðåçàòü íå óäàñòñÿ. (Òî æå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè
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ñ èñïîëüçîâàíèåì øàõìàòíîé ðàñêðàñêè òðåóãîëüíèêîâ). Ïðèìåð, êàê ìîæíî
âûðåçàòü 10 ðîìáîâ, ïðèâåä¼í íà ðèñ. 2.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Çà ïðàâèëüíûé ïðèìåð (áåç
îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè) 5 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà îöåíêà, íî íå ïðèâå-
ä¼í ïðèìåð, 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü ïðèìåð, íî íåïîëíîå îáîñíîâàíèå ìàêñèì-
ìàëüíîñòè, òî áàëëû ñíèæàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíîòû îáîñíîâàíèé.
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