
Þæíî-Óðàëüñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
ïî ìàòåìàòèêå

11 êëàññ (ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ)
24 ìàðòà 2013 ã.

1. Äâå ìàøèíû åäóò ïî çàãîðîäíîìó øîññå ñî ñêîðîñòüþ 90 êì/÷, ñîõðà-
íÿÿ äèñòàíöèþ 45 ì. Ìèíóÿ çíàê îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, êàæäàÿ èç ìàøèí
ðåçêî ñáðàñûâàåò ñêîðîñòü äî 50 êì/÷. Êàêèì ïîñëå ýòîãî áóäåò ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìàøèíàìè?

Îòâåò: 25 ì.
Ðåøåíèå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ïåðâàÿ ìàøèíà äîñòèãëà ñòîëáà ñî çíà-

êîì îãðàíè÷åíèÿ ñêîðîñòè, âòîðàÿ ìàøèíà íàõîäèëàñü â 45 ì îò íåãî. Ïîêà
âòîðàÿ ìàøèíà åäåò ê ñòîëáó, ïåðâàÿ óäàëÿåòñÿ îò íåãî ñî ñêîðîñòüþ, ñî-
ñòàâëÿþùåé 5/9 îò ñêîðîñòè ïåðâîé ìàøèíû. Ïîýòîìó ê ìîìåíòó äîñòèæå-
íèÿ 2-é ìàøèíîé ñòîëáà, ïåðâàÿ óäàëèòñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå 45·5/9 = 25
ìåòðîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè õîä ðåøåíèÿ ïðàâèëü-
íûé, íî èç-çà àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåõîäîì îò êì/÷ â
ì/ñ, îòâåò íåâåðåí, ñòàâèòñÿ 4 áàëëà. Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé è îòâåò âåð-
íûé, íî â âûêëàäêàõ åñòü àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, êîìïåíñèðóþùèå äðóã
äðóãà, ñòàâèòñÿ 8 áàëëîâ.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x2 − x+

√
4− 3x− x2 = log2 x.

Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. Ðåøàÿ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ x2 − x > 0, 4− 3x− x2 > 0, x > 0,

íàõîäèì, ÷òî ÎÄÇ ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x = 1. Ïîäñòàíîâêà ïîäòâåðæäà-
åò, ÷òî 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè âåðíî íàéäåíà ÎÄÇ,
íî ïðîâåðêè òîãî, ÷òî 1 � êîðåíü, íå ñäåëàíî, 9 áàëëîâ. Åñëè êîðåíü óãàäàí,
íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ êîðíåé, 3 áàëëà.

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
|y + x| = 2− x+ y;
ax− y = 2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Îòâåò: a < 0 è a = 1.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèê ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè y > −x ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ ïîëó÷àåì x = 1. Ïðè y 6 −x èìååì y = −1. Çíà÷èò, ãðà-
ôèêîì ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíîé â òî÷êå A(1;−1) ñî çâåíüÿìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ. 1). Ãðàôèêîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B(0;−2) è èìåþùàÿ óãëîâîé êîýôôèöè-
åíò a.



Íóæíî âûáðàòü a òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ è ëîìàíàÿ èìåëè ðîâíî îäíó îáùóþ
òî÷êó. Òàê áóäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ îáðàçóåò òóïîé óãîë
ñ îñüþ Ox (ò. å. a < 0) èëè êîãäà ïðÿìàÿ ïðîéä¼ò ÷åðåç âåðøèíó ëîìàíîé
(ïðè ýòîì a = 1).

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Åñëè (îáîñíîâàííî) íàéäå-
íî òîëüêî çíà÷åíèå a = 1, çà ýòî 5 áàëëîâ.

4. Ïóñòü a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì ÷èñëà a ·b, b ·c è c ·a äåëÿò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ÷èñëà 3c, 11a è 61b. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ abc.

Îòâåò: 20132 = 4052 169.
Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. ab
... 3c, bc

... 11a ⇒ ab2c
... 33ac ⇒ b2

... 33. Åñëè êâàäðàò
öåëîãî ÷èñëà n äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî è ñàìî ÷èñëî n äåëèòñÿ íà p
(èíà÷å åãî êâàäðàò íå áûë áû êðàòåí p). Ïîñêîëüêó b2 äåëèòñÿ è íà 3, è íà
11, âåðíî, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÷èñëî b. Çíà÷èò, b äåëèòñÿ è íà
33.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî c
...11·61, a...3·61. Çíà÷èò, abc...3·11·11·61·3·61 =

(3 · 11 · 61)2 = 20132 = 4052169.
Ïîýòîìó abc > 20132. Ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 3·61, b = 3·11,

c = 11 · 61.
Âòîðîé ñïîñîá. Ñðåäè äåëèòåëåé ÷èñåë a, b è c âñòðå÷àþòñÿ 3, 11 è 61.

Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýòèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå äâóõ

ðàç. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ab
... 3c ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a

èëè b äåëèòñÿ íà 3. Ïóñòü ýòî, ê ïðèìåðó, ÷èñëî a. Íî bc êðàòíî a. Çíà÷èò,
b èëè c äåëèòñÿ íà 3. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ 11 è 61. Ïîýòîìó

abc
... (3 · 11 · 61)2. Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê â 1-ì ñïîñîáå.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Çà ïðàâèëüíûé îòâåò (áåç

îáîñíîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè) 5 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà ëèøü îöåíêà abc >
3 · 11 · 61, çà ýòî 3 áàëëà. Åñëè ïîëó÷åíà îöåíêà abc > (3 · 11 · 61)2, íî íå
ïðèâåä¼í ïðèìåð, 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü ïðèìåð, íî íåïîëíîå îáîñíîâàíèå
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ìèíèìàëüíîñòè, òî áàëëû ñíèæàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íåïîëíîòû îáîñíî-
âàíèé.

5. Èçâåñòíî, ÷òî x1, x2, . . . , x1000 � íåíóëåâûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì

|x1 − x2|+ |x2 − x3|+ . . .+ |x999 − x1000|+ |x1000 − x1| = 1.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû S = |x1|+|x2|+. . .+|x1000|.
Îòâåò:

1

2
.

Ðåøåíèå. Ñëîæèâ 1000 íåðàâåíñòâ

|xi − xi+1| 6 |xi|+ |xi+1|
äëÿ i = 1, 2, . . . , 1000 (ïîëàãàÿ, ÷òî x1001 = x1), ïîëó÷èì 1 6 2S (â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ýòèõ íåðàâåíñòâ êàæäûé ìîäóëü |xi| âñòðåòèòñÿ ïî äâà ðàçà).

Çíà÷èò, S > 1

2
. Ýòî � îöåíêà.

Çàìåòèì, ÷òî |a−b| = |a|+ |b| ⇐⇒ ab 6 0. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ âñå xi

îòëè÷íû îò íóëÿ, äëÿ ïîñòðåíèÿ ïðèìåðà ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé ìîäóëåé
íóæíî âûáèðàòü ÷èñëà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ÷èñëà èìåëè ðàçíûé çíàê. Îäèí
èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ:

x1 = x3 = . . . = x999 =
1

2000
; x2 = x4 = . . . = x1000 = − 1

2000
.

Â ýòîì ïðèìåðå äëÿ ëþáîãî i èìååì |xi−xi+1| = 1
1000

, âñå óñëîâèÿ äëÿ ÷èñåë
xi âûïîëíåíû è S = 1

2
.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Åñëè ïîëó÷åíà òîëüêî îöåí-
êà S > 1

2
, çà ýòî 7 áàëëîâ. Åñëè êðîìå îöåíêè åñòü ïðèìåð òèïà 1

2
, 0, 0, . . .

(ó÷àñòíèê îëèìïèàäû íå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ÷èñëà äîëæíû áûòü
íå ðàâíûìè íóëþ), 10 áàëëîâ. Åñëè èìååòñÿ âåðíûé ïðèìåð, íî íåò äîêàçà-
òåëüñòâà ìèíèìàëüíîñòè, 7 áàëëîâ.

6. ABCD � âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Èçâåñòíî, ÷òî îêðóæíîñòè,
âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABC è ADC, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Äîêàæèòå,
÷òî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà è îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè BCD è
BAD.

Äîêàçàòåëüñòâî.
I. Äîêàæåì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì.
Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.
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Èç ðàâåíñòâ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ AN = AP = AK,ND = DM , BL = KB,
LC = PC = MC ñëåäóåò, ÷òî

AD +BC = AN +ND +BL+ LC = AK +DM +KB +MC = AB +DC.

Çíà÷èò, ABCD � îïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.
II. Ïóñòü â îïèñàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ïðîâåäåíà äèàãîíàëü. Äîêà-

æåì, ÷òî îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â ïîëó÷èâøèåñÿ òðåóãîëüíèêè, êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ðèñ. 3 èç ðàâåíñòâ AD + BC = AB + CD, KB = BL,
ND = MD ñëåäóåò, ÷òî

AK + CM = CL+ AN. (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, AC = AP + PC = AK + CL = AQ + QC = AN + CM ,
îòêóäà

AK + CL = CM + AN. (2)

Èç (1) è (2) âûòåêàåò ðàâåíñòâî CL = CM . Íî CL = CP , à CM = CQ.
Çíà÷èò, CP = CQ � òî÷êè P è Q ñîâïàäàþò, à îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â
ñîîòâåòñòâóþùèå òðåóãîëüíèêè, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî óòâåðæäå-
íèå I, íî íå äîêàçàíî îáðàòíîå ê íåìó óòâåðæäåíèå II, 5 áàëëîâ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî íà ð¼áðàõ ëþáîãî îïèñàííîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî
ðàññòàâèòü òàêèå ÷èñëà, ÷òî ïëîùàäü ëþáîé ãðàíè ýòîãî ìíîãîãðàííèêà
÷èñëåííî ðàâíà ñóììå ÷èñåë, ðàññòàâëåííûõ íà ð¼áðàõ, îãðàíè÷èâàþùèõ
ýòó ãðàíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð âïèñàííîé ñôåðû. Ðàññìîò-
ðèì äâå ñìåæíûå ãðàíè. Ïóñòü èõ îáùåå ðåáðî � AB, à K è M � òî÷êè
êàñàíèÿ ýòèõ ãðàíåé è ñôåðû. Òîãäà AK = AM , BK = BM ( îòðåçêè êà-
ñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ îò òî÷êè ê ñôåðå äî òî÷åê êàñàíèÿ, ðàâíû ìåæäó
ñîáîé). Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABK è ABM � ðàâíûå (ïî òð¼ì ñòîðîíàì).

Äëÿ êàæäîé ãðàíè ñîåäèíèì îòðåçêàìè òî÷êó êàñàíèÿ ýòîé ãðàíè è âïè-
ñàííîé ñôåðû ñ âåðøèíàìè ãðàíè. Ãðàíè áóäóò ðàçáèòû íà òðåóãîëüíèêè.
Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî âûøå, òðåóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ðåáðî ìíîãîãðàí-
íèêà ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñòîðîíîé, ðàâíû. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ÷èñëà, ïðèïèñàí-
íîãî ðåáðó, ìîæíî âçÿòü ïëîùàäü ïðèìûêàþùåãî ê íåìó òðåóãîëüíèêà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 15 áàëëîâ.
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