
 

 

 

 

 

 

Олимпиада школьников СПбГУ по математике. 

Примеры заданий отборочного этапа (все классы). 

2013/2014 учебный год. 

 

 

 

 

 

 

 



Примеры заданий для 10–11 классов

1.1 Табуретки модели “Избушка” имеют по четыре ножки одинаковой формы.
На складе мебельного магазина хранятся ножки от 10 фиолетовых, 5 синих
и 4 коричневых табуреток. В случае отсутствия освещения на складе какое
минимальное количество ножек нужно взять, чтобы на свету из них можно
было заведомо собрать одну фиолетовую табуретку и одну коричневую табу-
ретку?

1) 11 ножек
2) 15 ножек
3) 64 ножки
4) 76 ножек
5) другой ответ

Ответ: 64 ножки.

Решение. При неудачном стечении обстоятельств может получиться, что вна-
чале нам попадаются ножки табуреток исключительно ненужного нам сине-
го цвета. Таких ножек 20 штук. Если и дальше обстоятельства складываются
неудачно, то нам опять будут попадаться ножки хотя и нужного, но одного цве-
та. Максимальное их количество — 40 ножек (фиолетовых). Поскольку теперь
на складе остались только ножки коричневых табуреток, а нам нужно собрать
одну такую табуретку, то необходимо взять 4 ножки.
Поскольку описанная выше ситуация вполне может реализоваться, то ясно, что
меньшего количества ножек может не хватить для составления одной фиолето-
вой и одной коричневой табуреток. �

1.2 Табуретки модели “Змей Горыныч” имеют по три ножки одинаковой фор-
мы. На складе мебельного магазина хранятся ножки от 5 белых, 7 красных и
10 розовых табуреток. В случае отсутствия освещения на складе какое ми-
нимальное количество ножек нужно взять, чтобы на свету из них можно
было заведомо собрать 2 табуретки одного цвета (любого)?

1) 6 ножек
2) 16 ножек
3) 36 ножек
4) 66 ножек
5) другой ответ

Ответ: 16 ножек.

2.1 Докажите, что если целые числа k, s, v удовлетворяют равенству (k+6)2+
+ (s + 8)2 − (v + 10)2 = k2 + s2 − v2, то обе части равенства суть точные
квадраты.

Решение. Раскрывая в равенстве скобки, приводя подобные слагаемые и со-
кращая на 4, получаем 3k + 4s − 5v = 0, отсюда k = 5v−4s

3
— по условию это

число целое,то есть 5v − 4s кратно 3.
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Подставим выражение для k в правую часть равенства:

k2 + s2 − v2 = 25v2 + 16s2 − 40vs

9
+ s2 − v2 =

=
25s2 + 16v2 − 40vs

9
=

(
5s− 4v

3

)2

.

Полученное выражение будет являться точным квадратом только в том случае,
когда 5s−4v

3
целое. То есть необходимо показать, что 5s− 4v кратно 3. Заметим,

что
5s− 4v = (5v − 4s) + 9s− 9v.

Выражение в скобках кратно 3, как указано выше, а кратность 3 двух последних
слагаемых очевидна. �

2.2 Докажите, что если целые числа k, s, v удовлетворяют равенству (k− 5)2+
+ (s − 12)2 − (v − 13)2 = k2 + s2 − v2, то обе части равенства суть точные
квадраты.

3.1 У Бабы Яги выросли три мухомора. Белых крапинок на шляпках всех трех
грибов в сумме оказалось 120, но на каждом грибе в отдельности — не более
45. Докажите, что количества крапинок на любой паре грибов отличаются
не больше, чем на 15.

Первое решение. Обозначим через M — максимальное, а через m — мини-
мальное количество крапинок на грибе. Предположим, что M − m > 15. По-
скольку по условию M 6 45, то m < 30, и мы в таком случае получаем, что
M+m < 75. Следовательно, количество крапинок, которое приходится на остав-
шийся гриб, равно 120 − (M + m) > 45. Получаем противоречие с условием,
значит, наше предположение неверно. �

Второе решение. Заметим, что на каждом мухоморе имеется хотя бы 120 −
− 45 − 45 = 30 крапинок; то есть на каждом грибе — от 30 до 45 крапинок.
Следовательно, количества крапинок на любых двух грибах различаются не
более, чем на 45− 30 = 15. �

3.2 Три богатыря — Илья Муромец, Добрыня Никитич и Алеша Попович вместе
съели 750 блинов. При этом каждый из них съел не более 280 блинов. Докажи-
те, что количества съеденных блинов любыми двумя богатырями отличают-
ся не больше, чем на 90.
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4.1 В остроугольном треугольнике ABC проведены высоты AA1, BB1, CC1.
Пусть CC2 — высота треугольника CA1B1, BB2 — высота треугольника
BA1C1. Докажите, что C1B2 = B1C2.

Решение.

CA

B

C1

A1

B1

B2

C2

Четырехугольник AC1A1C вписанный, так как ∠AC1C = ∠AA1C = 90◦. Из
вписанности получаем ∠AC1A1+∠BCA = 180◦, откуда ∠BC1A1 = ∠BCA. Сле-
довательно, треугольники BC1B2 и BCB1 соответственно подобны по прямому
и острому углам. А тогда имеем C1B2 = CB1 ·BC1/BC.
Аналогично рассматривая вписанный четырехугольник ABA1B1, получаем по-
добие треугольников CC2B1 и CC1B, откуда следует, что отрезок B1C2 равен
тому же самому выражению. �

4.2 На стороне BC выпуклого четырёхугольника ABCD отмечены точки M и G
(точка M лежит между B и G) так, что угол BAM равен углу CDG и угол
MAG равен углу MDG. Докажите, что угол CAG равен углу BDM .
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Решение.

D
A

C

M

G

B

Заметим, что из равенства углов ∠MAG = ∠MDG следует вписанность четы-
рехугольника AMGD, откуда ∠MAD = 180◦−∠MGD. Угол ∠MGD = ∠GCD+
+ ∠GDC как внешний угол треугольника GDC. Тогда ∠BAD = ∠BAM +
+ ∠MAD = ∠BAM + 180◦ − ∠MGD = ∠BAM + 180◦ − ∠GCD − ∠CDG =
= 180◦ − ∠GCD, откуда получаем, что четырехугольник BADC вписанный, а,
следовательно, ∠BAC = ∠BDC, то есть ∠BAM +∠MAG+∠GAC = ∠CDG+
+ ∠MDG+ ∠BDM . Сокращая равные углы, получаем ∠GAC = ∠BDM .�

5.1 Вася расставляет трёхзначные числа, в записи которых имеетсяпо одной
единице, одной двойке и одной тройке, в вершины правильного 50-угольника
таким образом, чтобы в каждой вершине оказалось по одному числу и любые
два числа, стоящие в соседних вершинах, совпадали ровно в одном разряде.
Докажите, что после этого будут совпадать ровно в одном разряде и любые
два числа, стоящие в противоположных вершинах.
Решение. Заметим, что трехзначных чисел, у которых ровно одна единица, од-
на двойка и одна тройка, ровно 6, а именно 123, 132, 213, 231, 312, 321. Разделим
их на два типа. Первый — 123, 231, 312; второй — 132, 213, 321. Заметим, что
любое число первого типа совпадает ровно в одном разряде с любым числом
другого (второго) типа, а с числами своего (первого) типа не совпадает ни в
одном; то же самое верно и для чисел второго типа. Из этого мы можем сделать
вывод, что числа, стоящие в вершинах, чередуются: первого типа, второго ти-
па, первого, второго и так далее. Так как число 50 чётное, но не делится на 4,
то две противоположные вершины рассматриваемого 50-угольника разделены
чётным числом других вершин. Поэтому в противоположных вершинах стоят
числа разных типов, а, следовательно, они будут отличаться ровно в одном раз-
ряде. �

5.2 У каждого из чисел от 1 до 1 000 000 выписан наибольший нечётный дели-
тель. Каких среди выписанных чисел больше: дающих остаток 1 или дающих
остаток 3 при делении на 4?
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Ответ: чисел, дающих остаток 1.

Решение. Разобьем все числа, не превосходящие миллиона, на группы. Первая
группа — это нечетные числа. Вторая группа — это числа, которые делятся на 2,
но не делятся на 4, третья группа — числа, которые делятся на 4, но не делятся
на 8, и так далее; k-я группа — это числа, которые делятся на 2k−1, но не делятся
на 2k. Заметим, что для чисел из первой группы мы будем выписывать сами эти
числа, для чисел из второй группы — половину числа, и так далее; для чисел
из k-й группы мы будем выписывать число, поделённое на 2k−1. Докажем, что
от каждой группы чисел, дающих остаток 1, будет выписано не меньше, чем
чисел, дающих остаток 3. Действительно, числа, которые будут выписаны для
каждой группы, это нечетные числа из начального отрезка натурального ряда:
1, 3, 5, . . . , а в нём, в силу чередования, чисел с остатками 1 и 3 от деления
на 4 либо поровну, либо с остатком 1 больше.Осталось показать, что чисел с
остатком 1 строго больше. Для этого достаточно найти хотя бы одну группу,
в которой их больше. Рассмотрим группу чисел, которые делятся на 64, но не
делятся на 128. Для них будут выписаны числа 1, 3, 5, 7, . . . , 1000000/64 = 1252,
очевидно, что последнее число дает остаток 1 от деления на 4, следовательно,
в этом ряду таких чисел больше. �

6.1 Ребята в классе решают квадратное уравнение с параметром a (|a| 6= 1)

(a2 − 1)x2 − 2x− a2 + 2a = 0 .

Маша заметила, что если параметр a принимает рациональные значения, то
и корни этого уравнения — рациональные числа. Права ли Маша? Ответ обос-
нуйте.

Ответ: Да, права.

Решение. Запишем формулу для корней данного квадратного уравнения:

x1,2 =
1±

√
1− (2a− a2)(a2 − 1)

a2 − 1
.

Для того, чтобы Маша оказалась права, после извлечения корня в числителе у
нас должно получаться рациональное число при любых рациональных a. Про-
верим, так ли это, для нескольких случаев, взяв для простоты целые a. При
a = 2 получаем, что подкоренное выражение равно 1 = 12, при a = 3 подко-
ренное выражение равно 25 = 52, а при a = 4 подкоренное выражение равно
121 = 112. Такое систематическое получение квадрата целого числа в качестве
значения подкоренного выражения наводит на мысль о том, что само это вы-
ражение является полным квадратом. Проверим это предположение. Раскроем
скобки:

1− (2a− a2)(a2 − 1) = a4 − 2a3 − a2 + 2a+ 1 .

Многочлен 4-й степени может быть квадратом многочлена 2-й степени, который,
очевидно, имеет вид a2 + ka ± 1, где k — неизвестный числовой коэффициент.
После возведения в квадрат

(a2 + ka± 1)2 = a4 + 2ka3 + (k2 ± 2)a2 ± 2ka+ 1
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замечаем, что искомый многочлен 2-й степени есть a2 − a− 1. Таким образом,

x1,2 =
1±

√
(a2 − a− 1)2

a2 − 1
=

1± |a2 − a− 1|
a2 − 1

.

Данное выражение является рациональным при любых рациональных значени-
ях параметра a, так что Маша оказалась права. �

6.2 Ребята в классе решают квадратное уравнение с параметром a (a 6= 1,
a 6= −1)

(a2 + a)x2 − 2x− a2 − 5a− 6 = 0 .

Сережа утверждает, что если параметр a принимает рациональные значе-
ния, то и корни этого уравнения — рациональные числа. Прав ли Сережа?
Ответ обоснуйте.

Ответ: Да, прав.

7.1 Два конькобежца Иван и Евгений совместно тренируются для выступления
на Олимпиаде. Тренер заметил, что если спортсмены бегут со своей обычной
скоростью, то Иван проходит дистанцию на 8 секунд быстрее Евгения. Но
если каждый из спортсменов увеличит свою скорость на 10 км/ч, то разница
между результатами становится на 3 секунды меньше. Какое из следующих
утверждений является верным, если скорости спортсменов — целые числа:

1) Скорость (до увеличения) каждого из спортсменов кратна 3;
2) Произведение скоростей (до увеличения) спортсменов кратно 50;
3) Сумма скоростей (после увеличения) спортсменов кратна 3;
4) Скорости спортсменов — нечётные числа.

Ответ: утверждение 2 истинно; утверждения 1, 3 и 4 ложные.

Решение. Обозначим дистанцию, на которой тренируются Иван и Евгений че-
рез d, а их обычные скорости через vi и ve соответственно. Скорости спортсме-
нов будем измерять в км/ч, поэтому заданные в условии промежутки времени
переведём в часы: 8 c = 1/450 ч, 5 c = 1/720 ч. Запишем соотношение, выража-
ющее разницу между результатами Ивана и Евгения, когда они бегут со своими
обычными скоростями:

d/ve − d/vi = 1/450 , откуда d(vi − ve) = vevi/450 .

Для разницы между результатами спортсменов после увеличения их скоростей
имеем

d/(ve + 10)− d/(vi + 10) = 1/720

или, с учётом предыдущего равенства,
ve vi

(ve + 10)(vi + 10)
=

450

720
.

Отсюда получаем
8vevi = 5(ve + 10)(vi + 10) .
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Раскрывая здесь скобки и приводя подобные слагаемые, будем иметь

3vevi = 50(ve + vi + 10) .

Рассматривая это равенство, мы можем ответить на поставленные вопросы.

1) Если скорости vi и ve кратны 3, то правая часть последнего равенства не
может быть кратна 3, поскольку в этом случае ve + vi + 10 на 3 не делится.
В то же время левая часть этого равенства делится на 3. Соответственно,
данное утверждение ложно;

2) Очевидно, это утверждение истинно;
3) Утверждается, что (ve + 10) + (vi + 10) = ve + vi + 20 делится на 3. Но это

означает, что ve + vi + 10 на 3 делиться не может. Таким образом, здесь мы
имеем ложное утверждение по той же причине, что и в случае 1.

4) Ясно, что обе скорости не могут быть нечётными, так как в этом случае
левая часть рассматриваемого равенства нечётна, а правая часть является
чётной. �

Замечание. Пары значений скоростей спортсменов, удовлетворяющие условию
задачи, можно найти подбором. При этом условие, что vi ve делится на 50, су-
щественно ограничивает возможные варианты перебора: очевидно, достаточно
рассмотреть случаи, когда либо одна из скоростей делится на 50, либо одна из
скоростей делится на 10. Таким образом можно видеть, что подходящими пара-
ми, в которых обе скорости не превосходят 100 км/ч, являются vi = 50 км/ч и
ve = 30 км/ч, vi = 70 км/ч и ve = 25 км/ч, vi = 100 км/ч и ve = 22 км/ч (напом-
ним, что значения скоростей должны быть целыми числами). Учитывая, что
даже и скорость 100 км/ч уже слишком велика для разумной средней скорости
конькобежца, другие возможные пары искать смысла нет.

7.2 Друзья Миша, Петя и Ваня подрабатывают курьерами. Миша и Петя выхо-
дят из офиса компании «Работяги» в 8 и 9 утра соответственно и направ-
ляются в офис компании «Деловые люди». Ваня выходит из офиса компании
«Деловые люди» в 9 утра и идёт в офис компании «Работяги» той же дорогой.
По пути Ваня встречает Мишу в 10 утра, а Петю — в 11 утра. Укажите,
какое из следующих утверждений является верным:

1) Петя ходит быстрее Миши;
2) Ваня ходит в два раза быстрее Миши;
3) Если Петя вышел из офиса первым и удалился от него на 1 км, то Ми-

ша может догнать Петю за такое же время, за которое Ваня может
пройти 2 км;

4) Если Петя вышел из офиса на час раньше Миши, то пока Миша догоняет
Петю, Ваня за это время может пройти столько, сколько Петя прохо-
дит за 1 час.

Ответ: утверждение 3 истинно; утверждения 1, 2 и 4 ложные.
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8.1 Найдите все интервалы вида (k, k+1), где k — целое число, содержащие нули
функции f(x) = ((x3 − 1)3 − 1)3 − 1.

Ответ: такой интервал существует только один — (1, 2).

Первое решение. Пусть g(x) = x3 − 1. Тогда, очевидно, f(x) = g(g(g(x))).
Функция g(x) строго возрастает на всём промежутке своего определения (то
есть на всей числовой оси), поэтому и функция f(x) также является строго
возрастающей на всей числовой оси. Следовательно уравнение f(x) = 0 может
иметь только одно решение. Заметим, что f(0) = (−1− 1)3− 1 = −9 < 0, f(1) =
= (0− 1)3 − 1 = −2 < 0, а f(2) = ((8− 1)3 − 1)3 − 1 > 0. Поэтому единственный
нуль функции f(x) лежит на интервале (1, 2). �

Второе решение. Попробуем найти корни уравнения f(x) = 0. Последователь-
но выполняя действия, получим

f(x) = 0⇐⇒ ((x3 − 1)3 − 1)3 = 1⇐⇒ (x3 − 1)3 − 1 = 1⇐⇒ (x3 − 1)3 = 2⇐⇒

⇐⇒ x3 − 1 =
3
√
2 ⇐⇒ x =

3

√
3
√
2 + 1 .

Определим интервал, на котором находится этот корень. Очевидно,

0 <
3
√
2 =⇒ 1 <

3
√
2 + 1 =⇒ 1 <

3

√
3
√
2 + 1 .

Аналогично имеем

7 >
3
√
2 =⇒ 8 >

3
√
2 + 1 =⇒ 2 >

3

√
3
√
2 + 1 .

Таким образом, единственный искомый интервал есть (1, 2). �

8.2 Найдите все значения параметра a, при которых неравенство

x2 +
1

x2
+ (x+ 1)2 6 a

имеет единственное решение.

Ответ: a = 2.

Решение. Обозначим f(x) = x2+1/x2+(x+1)2. Область определения и непре-
рывности этой функции — вся числовая ось за исключением точки x = 0; зна-
чения этой функции неограничены сверху. Пусть a1 — одно из искомых зна-
чений параметра a. Очевидно, что при этом не может существовать x1 такое,
что f(x1) < a1, иначе, в силу непрерывности f(x) и неограниченности сверху
её значений, должно существовать и x2 такое, что f(x1) < f(x2) < a1. Таким
образом, в этом случае при значении a = a1 будет существовать более одного
решения рассматриваемого неравенства. Отсюда ясно, что искомым значением
параметра a, и притом единственным, может быть только минимальное значе-
ние функции f(x) на всей области её определения. Найдем его.
Первый способ. Рассмотрим вспомогательную функцию g(x) = x2 + 1/x2 и ис-
следуем ее свойства. Область определения функции g(x) совпадает с областью
опредения функции f(x). Поскольку g′(x) = 2x − 2/x3 и корнями выражения
x− 1/x3 являются x1 = −1, x2 = 1, то, используя метод интервалов, получаем,
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что функция g(x) убывает на промежутках (−∞, −1) и (0, 1) и возрастает на
промежутках (−1, 0) и (1, +∞). Легко найти, что g(−1) = g(1) = 2. Теперь за-
метим, что функция h(x) = (x+ 1)2 при отрицательных значениях x ведет себя
так же как и функция g(x), то есть убывает на промежутке (−∞, −1) и воз-
растает на промежутке (−1, 0). Отсюда получаем, что минимальное значение
f(x) при отрицательных значениях x достигается при x = −1 и равно 2+0 = 2.
С другой стороны, при положительных значениях x функция h(x) принимает
значения строго большие 1, следовательно, здесь f(x) = g(x)+h(x) > 2+1 = 3.
Второй способ. Воспользуемся неравенством Коши:

1

2

(
x2 +

1

x2

)
>

√
x2 · 1

x2
.

Тогда имеем
x2 +

1

x2
+ (x+ 1)2 > 2 + (x+ 1)2 .

Минимальное значение неотрицательного числа (x+1)2 есть 0, соответственно,
минимальное значение правой части этого неравенства есть 2. Это значение до-
стигается при x = −1. При этом же x использованное нами неравенство Коши
обращается в равенство. То есть f(x) на самом деле достигает этого минималь-
ного значения: f(−1) = 2.
Таким образом мы получили, что минимальное значение функции f(x) равно
2 и оно достигается при единственном значении x (x = −1). Отсюда искомое
значение параметра a равно 2. �

9.1 Студент Петя на каникулах подрабатывает укладкой тротуарной плитки.
У него в распоряжении имеется менее 1000 плиток. Если он выложит широ-
кую дорожку по 29 плиток в каждом ряду, то у него останется 11 плиток;
если же он выложит узкую дорожку по 23 плитки в каждом ряду, то у него
останется 5 плиток. Сколько плиток у Пети?

Ответ: 649 плиток.

Решение. Пусть L — число плиток у Пети, m — число рядов в широкой дорож-
ке, а n — число рядов в узкой дорожке (L,m, n ∈ N). По условию L = 29m +
+ 11 = 23n+ 5. Отсюда

23(m− n) + 6m+ 6 = 0 .

Следовательно, n−m = 6(m+ 1)/23. Заметим, что число n−m является нату-
ральным, поэтому m+ 1 должно делиться на 23 нацело. Преобразуем

L = 29m+ 11 = 29m+ 29− 18 = 29(m+ 1)− 18 .

Отсюда 29(m + 1) = L + 18. Так как L < 1000, то 29(m + 1) < 1018. Учитывая,
что m + 1 ∈ N, получим m + 1 < 36. Единственное натуральное число, которое
делится на 23 и удовлетворяет этому условию есть 23. Таким образом, m =
= 23⇒ L = 649. �
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9.2 Дачник Николай Петрович сажает картошку. Он подготовил к высадке менее
1000 клубней. Если он будет сажать рядами по 29 лунок, то у него останет-
ся 4 клубня; если увеличить длину каждого ряда на 2 лунки, то у Николая
Петровича останется 6 клубней. Сколько клубней подготовил дачник?

Ответ: 874 плиток.
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