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Ìàòåìàòèêà

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

Îáùèå óêàçàíèÿ ïî ïðîâåäåíèþ

Âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé êàæäîãî êëàññà � 2 ÷àñà.

×åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 7.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ çà îëèìïèàäó 28.

Îáùèå ïðèíöèïû âûñòàâëåíèÿ îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå:

- ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè � 5�6 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ñëó÷àÿìè, ëèáî ñ äîêàçàííûì îäíèì èç äâóõ (áîëåå
ñëîæíûì) óòâåðæäåíèé çàäà÷è � 4 áàëëà;

- ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ � 1 áàëë;

- äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîìîãàþùèõ â ðåøåíèè çàäà÷è � 2�3 áàë-
ëà.

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò
0 áàëëîâ.

Â ïðèâåäåííûõ ïîñëå ðåøåíèé çàäà÷ êîììåíòàðèÿõ óêàçàíû áàëëû çà òèïè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ
â ðåøåíèè è îøèáêè. Áàëëû çà îòäåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ ñóììèðóþòñÿ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî
îòäåëüíî.

Îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ñäåëàòü îáúÿâëåíèå, ÷òî åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òî îòâåòû â
êàæäîé çàäà÷å òðåáóþò îáúÿñíåíèÿ.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 9 êëàññ

(1 çàäà÷à � 9.1 èëè 9.2; 2 çàäà÷à � 9.3 èëè 9.4; 3 çàäà÷à � 9.5; 4 çàäà÷à � 9.6)

Ì9.1-1 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëî 4a2+4ab+4a+2b+1 ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 4a2 +4ab+4a+2b+1 = (4a2 +4a+1)+2b+4ab = (2a+1)2 +2b(2a+1) =
(2a + 1)(2a + 2b + 1). Òàê êàê ÷èñëà a è b íàòóðàëüíûå, êàæäàÿ èç ñêîáîê áîëüøå 1. Ïîýòîìó
÷èñëî � ñîñòàâíîå.

Çàìå÷àíèå. Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî 4a2+4ab+4a+2b+1 = (2a+b+1)2−b2.
Ì9.1-2 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëî a2 +2ab+4a+4b+4 ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a2 + 2ab+ 4a+ 4b+ 4 = (a2 + 4a+ 4) + 4b+ 2ab = (a+ 2)2 + 2b(a+ 2) =
(a + 2)(a + 2b + 2). Òàê êàê ÷èñëà a è b íàòóðàëüíûå, êàæäàÿ èç ñêîáîê áîëüøå 1. Ïîýòîìó
÷èñëî � ñîñòàâíîå.

Çàìå÷àíèå. Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, çàìåòèâ, ÷òî a2+2ab+4a+4b+4 = (a+b+2)2−b2.
Êîììåíòàðèé. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëó÷åíî, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ áîëü-
øå 1 � 5 áàëëîâ.

Ì9.2 Äîêàæèòå, ÷òî ñóììó êóáîâ ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàçëî-
æèòü â ïðîèçâåäåíèå òðåõ öåëûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1.

Ðåøåíèå. Ðàñêðûâ äàííóþ ñóììó (n − 2)3 + (n − 1)3 + n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 ïî ôîðìóëàì
ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, ïîëó÷èì: 5n3 + 30n = 5n(n2 + 6). Êàæäûé èç òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ
ìíîæèòåëåé áîëüøå 1.

Êîììåíòàðèé. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ïîëó÷åíî, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ áîëü-
øå 1 � 5 áàëëîâ.

Ì9.3-1 Êàæäîå èç 10 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 1, è ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ äåñÿòè ÷èñåë óìåíüøèëîñü â 3 ðàçà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 6.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî 3n(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 9) = (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 10),
îòêóäà 3n = n+ 10.

Ì9.3-2 Êàæäîå èç 12 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 1, è ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ äåñÿòè ÷èñåë óìåíüøèëîñü â 4 ðàçà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî 4n(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 11) = (n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ 12),
îòêóäà 4n = n+ 12.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.

Ì9.4-1 Çàäóìàëè 17 öåëûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà çàäóìàííûõ ÷èñåë ðàâíà 125. Ïîñëå
÷åãî êàæäîå ÷èñëî èçìåíèëè: ëèáî ðàçäåëèëè åãî íà 3, ëèáî óìíîæèëè åãî íà 5. Ìîãëà ëè ñóììà
ïîëó÷åííûõ 17 ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 175?

Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìîãëà ñòàòü ðàâíîé 175. Óìíîæèì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ
÷èñåë íà 3 (òîãäà ñóììà ñòàíåò ðàâíîé 525). Ýòî áóäåò ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûå çàäó-
ìàííûå ÷èñëà îñòàëèñü áåç èçìåíåíèé, à íåêîòîðûå óìíîæèëèñü íà 15. Åñëè ÷èñëî x óìíîæàåòñÿ



íà 15, òî ñóììà èçìåíÿåòñÿ íà 14x, òî åñòü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Òàê êàê ÷àñòü ÷èñåë íå ìåíÿ-
ëàñü, à ÷àñòü óìíîæàëàñü íà 15, òî èòîãîâàÿ ñóììà èçìåíèëàñü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Îäíàêî
èçìåíåíèå ñóììû, ðàâíîå 525− 125 = 400, íà 14 íå äåëèòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ì9.4-2 Çàäóìàëè 25 öåëûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà çàäóìàííûõ ÷èñåë ðàâíà 150. Ïîñëå
÷åãî êàæäîå ÷èñëî èçìåíèëè: ëèáî ðàçäåëèëè åãî íà 5, ëèáî óìíîæèëè åãî íà 3. Ìîãëà ëè ñóììà
ïîëó÷åííûõ 25 ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 200?

Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìîãëà ñòàòü ðàâíîé 200. Óìíîæèì êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ
÷èñåë íà 5 (òîãäà ñóììà ñòàíåò ðàâíîé 1000). Ýòî áóäåò ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íåêîòîðûå çàäó-
ìàííûå ÷èñëà îñòàëèñü áåç èçìåíåíèé, à íåêîòîðûå óìíîæèëèñü íà 15. Åñëè ÷èñëî x óìíîæàåòñÿ
íà 15, òî ñóììà èçìåíÿåòñÿ íà 14x, òî åñòü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Òàê êàê ÷àñòü ÷èñåë íå ìåíÿ-
ëàñü, à ÷àñòü óìíîæàëàñü íà 15, òî èòîãîâàÿ ñóììà èçìåíèëàñü íà ÷èñëî, êðàòíîå 14. Îäíàêî
èçìåíåíèå ñóììû, ðàâíîå 1000− 150 = 850, íà 14 íå äåëèòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.
Â ðåøåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ (èëè íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ), ÷òî ïîñëå èçìåíåíèÿ âñå ÷èñëà òàêæå
öåëûå � íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Ì9.5-1 Îêðóæíîñòü, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ïðÿìîóãîëüíîé òðàïå-
öèè ABCD (∠A = 90◦), êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû CD â òî÷êå K. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíû 3 è
5.

Îòâåò. LK =
15

8
= 1,875.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè CK = CB = 3, DK = DA = 5, îòêóäà
CK : KD = 3 : 5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ CLB è ALD, CL : LA =
BC : DA = 3 : 5. Çíà÷èò, LK ‖ AD. Äàëåå èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ DLK è DBC ñëåäóåò

LK : BC = DK : DC = 5 : (3 + 5). Îòñþäà LK =
5 · 3
3 + 5

=
15

8
= 1,875.

Ì9.5-2 Îêðóæíîñòü, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ïðÿìîóãîëüíîé òðàïå-
öèè ABCD (∠A = 90◦), êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû CD â òî÷êå K. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè ðàâíû 3 è
7.

Îòâåò. LK =
21

10
= 2,1.

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè CK = CB = 3, DK = DA = 7, îòêóäà
CK : KD = 3 : 7. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ CLB è ALD, CL : LA =
BC : DA = 3 : 7. Çíà÷èò, LK ‖ AD. Äàëåå èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ DLK è DBC ñëåäóåò

LK : BC = DK : DC = 7 : (3 + 7). Îòñþäà LK =
7 · 3
3 + 7

=
21

10
= 2,1.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.
Äîêàçàíî, ÷òî LK ‖ AD � 3 áàëëà.

Ì9.6 Â êëåòêàõ äîñêè 7× 7 ñòîÿò ëæåöû è ðûöàðè (â êàæäîé êëåòêå � ïî îäíîìó ÷åëîâåêó).
Ëæåöû âñåãäà ëãóò, à ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó. Êàæäûé ñêàçàë: ¾Â ñîñåäíèõ ñî ìíîé
êëåòêàõ íåò ðûöàðåé¿. Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ
âåðøèíà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî ñòîÿòü íà äîñêå?

Îòâåò. 9.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â îäíîé èç ñîñåäíèõ êëåòîê ñ ëþáûì ëæåöîì äîëæåí ñòîÿòü
ðûöàðü, à âñå ñîñåäè ðûöàðÿ äîëæíû áûòü ëæåöàìè.



Ðàññìîòðèì 9 êëåòîê, îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå. Çàìåòèì, ÷òî ëèáî â îòìå÷åííîé êëåòêå ñòîèò
ðûöàðü, ëèáî (åñëè â íåé ñòîèò ëæåö) õîòÿ áû â îäíîé ñîñåäíåé ê íåé ñòîèò ðûöàðü. Ïðè ýòîì
íè ó êàêîé ïàðû îòìå÷åííûõ êëåòîê íåò îáùèõ ñîñåäåé. Ïîýòîìó ðûöàðåé äîëæíî áûòü íå
ìåíüøå 9.

Åñëè æå ðûöàðè áóäóò ñòîÿòü â îòìå÷åííûõ êëåòêàõ, à â îñòàëüíûõ áóäóò ñòîÿòü ëæåöû, òî
óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ðûöàðåé íå ìåíüøå 9 � 4 áàëëà.
Ïðèâåäåí ïðèìåð ðàññòàíîâêè ñ 9 ðûöàðÿìè � 2 áàëëà.


