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Ìàòåìàòèêà

Çàäàíèÿ, ðåøåíèÿ, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

Îáùèå óêàçàíèÿ ïî ïðîâåäåíèþ

Âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé êàæäîãî êëàññà � 2 ÷àñà.

×åðíîâèêè íå ïðîâåðÿþòñÿ.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìàòèêå îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0 äî 7.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ çà îëèìïèàäó 28.

Îáùèå ïðèíöèïû âûñòàâëåíèÿ îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå:

- ïðàâèëüíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ íåäî÷åòàìè � 5�6 áàëëîâ;

- ðåøåíèå ñ ïðîïóùåííûìè âàæíûìè ñëó÷àÿìè, ëèáî ñ äîêàçàííûì îäíèì èç äâóõ (áîëåå
ñëîæíûì) óòâåðæäåíèé çàäà÷è � 4 áàëëà;

- ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ � 1 áàëë;

- äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîìîãàþùèõ â ðåøåíèè çàäà÷è � 2�3 áàë-
ëà.

Âî âñåõ çàäà÷àõ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé ñòîèò
0 áàëëîâ.

Â ïðèâåäåííûõ ïîñëå ðåøåíèé çàäà÷ êîììåíòàðèÿõ óêàçàíû áàëëû çà òèïè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ
â ðåøåíèè è îøèáêè. Áàëëû çà îòäåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ ñóììèðóþòñÿ, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî
îòäåëüíî.

Îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ñäåëàòü îáúÿâëåíèå, ÷òî åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òî îòâåòû â
êàæäîé çàäà÷å òðåáóþò îáúÿñíåíèÿ.



Âûåçäíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå 11 êëàññ

(1 çàäà÷à � 11.1; 2 çàäà÷à � 11.2; 3 çàäà÷à � 11.3 èëè 11.4; 4 çàäà÷à � 11.5 èëè
11.6)

Ì11.1-1 Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè: 10 � íà ñòîðîíå AB, 11 � íà ñòîðîíå
BC, 12 � íà ñòîðîíå AC. Ïðè ýòîì íè îäíà èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC íå îòìå÷åíà. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

Îòâåò. 4951.

Ðåøåíèå. Òðè òî÷êè èç 33 äàííûõ ìîæíî âûáðàòü C3
33 = 5456 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê

îáðàçóåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, êîãäà âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà.
Èòàê, íå ïîäõîäÿò C3

12+C3
11+C3

10 = 220+165+120 = 505 ñïîñîáîâ. Çíà÷èò, âñåãî åñòü 5456−505 =
4951 òðåóãîëüíèê.

Ì11.1-2 Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè: 12 � íà ñòîðîíå AB, 9 � íà ñòîðîíå
BC, 10 � íà ñòîðîíå AC. Ïðè ýòîì íè îäíà èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC íå îòìå÷åíà. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

Îòâåò. 4071.

Ðåøåíèå. Òðè òî÷êè èç 31 äàííîé ìîæíî âûáðàòü C3
31 = 4495 ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê

îáðàçóåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, êîãäà âñå òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñòîðîíå
òðåóãîëüíèêà.
Èòàê, íå ïîäõîäÿò C3

12 +C3
9 +C3

10 = 220+84+120 = 424 ñïîñîáà. Çíà÷èò, âñåãî åñòü 4495−424 =
4071 òðåóãîëüíèê.

Êîììåíòàðèé. Íåàðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè ïîäñ÷åòå (ó÷òåíû íå âñå ñëó÷àè, äâîéíîé ïîä-
ñ÷åò, íåâåðíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà) � íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

Ì11.2 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
1

a3
− 1

b
=

1

72
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò. a = 2, b = 9 è a = 4, b = 576.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî
1

a3
>

1

72
, ïîýòîìó a3 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 1, 8, 27 èëè 64. Äëÿ a3 = 8

ïîëó÷àåì b = 9, äëÿ a3 = 64 ïîëó÷àåì b = 576, à äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Êîììåíòàðèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà a � 2 áàëëà.
Ïîòåðÿíî îäíî èç ðåøåíèé � íå áîëåå 4 áàëëîâ çà çàäà÷ó.
Óãàäàí òîëüêî îäèí îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 1 áàëë.
Óãàäàíû îáà îòâåòà áåç îáîñíîâàíèé � 2 áàëëà.

Ì11.3 ×èñëà a, b, c, d, ãäå 0 < a < c òàêîâû, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé x2 + ax + b = 0 è
x2 + cx + d = 0 èìååò ðîâíî ïî îäíîìó ðåøåíèþ. Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò èìåòü óðàâíåíèå
x2 + (c− a)x+ (d− b) = 0?

Îòâåò. Íåò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ äèñêðèìèíàíòû ïåðâûõ äâóõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:
a2 = 4b, c2 = 4d. Òîãäà äèñêðèìèíàíò òðåòüåãî óðàâíåíèÿ åñòü D = (c − a)2 − 4(d − b) =
c2 − 2ac+ a2 − c2 + a2 = 2a(a− c) � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0 áàëëîâ.

Ì11.4-1 ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî 4x > y2 + z2, 4y > x2 + z2, 4z > y2 + x2. Äîêàæèòå, ÷òî
xyz < 8.



Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî y2 + z2 ≥ 2yz
(ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (y − z)2 ≥ 0). Îòñþäà 2x > yz. Àíàëîãè÷íî, 2y > xz, 2z >
yx. Ïåðåìíîæèâ íåðàâåíñòâà (îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâ ïîëîæèòåëüíû), ïîëó÷èì 8xyz > (xyz)2.
Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ì11.4-2 ×èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî 6x > y2 + z2, 6y > x2 + z2, 6z > y2 + x2. Äîêàæèòå, ÷òî
xyz < 27.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî y2 + z2 ≥ 2yz
(ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (y − z)2 ≥ 0). Îòñþäà 3x > yz. Àíàëîãè÷íî, 3y > xz, 3z >
yx. Ïåðåìíîæèâ íåðàâåíñòâà (îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâ ïîëîæèòåëüíû), ïîëó÷èì 27xyz > (xyz)2.
Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû � 0 áàëëîâ.
Â ðåøåíèè íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî íå óïîìèíàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà x, y, z ïîëîæèòåëüíû � ñíÿòü
1 áàëë.

Ì11.5 Íà ñòîðîíàõ BC è BA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî òàê,
÷òî ∠BAA1 = ∠BCC1. Áèññåêòðèñà BL òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îòðåçîê A1C1 â òî÷êå
K. Äîêàæèòå, ÷òî A1K · CL = C1K · AL.

Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèêè AA1B è CC1B ïîäîáíû ïî ïåðâîìó ïðèçíà-

êó (∠B � îáùèé è ∠BAA1 = ∠BCC1). Ïîýòîìó
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=
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. Ïî

ñâîéñòâó áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà
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è
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=
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.

Çíà÷èò,
A1K

C1K
=
BA1

BC1

=
BA

BC
=
AL

CL
. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

çàäà÷è.

Êîììåíòàðèé. Çàìå÷åíî ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ AA1B è CC1B � 2
áàëëà.

Ì11.6 Ñôåðà Ω êàñàåòñÿ êàæäîãî èç áîêîâûõ ð¼áåð SA, SB, SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC,
à òàêæå êàñàåòñÿ å¼ îñíîâàíèÿ â öåíòðå îïèñàííîé îêîëî íåãî îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð
ñôåðû ëåæèò íà âûñîòå ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð ñôåðû, P � öåíòð îïèñàííîé îêîëî îñíî-
âàíèÿ îêðóæíîñòè, A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ ñôåðû ñ ð¼áðàìè SA,
SB, SC ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ, ïðî-
âåäåííûõ ê ñôåðå èç îäíîé òî÷êè, èìååì: SA1 = SB1 = SC1 = a,
AA1 = AP , BB1 = BP , CC1 = CP . Íî ïî óñëîâèþ PA = PB = PC,
ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè. Çíà÷èò,
SA = SB = SC = a+R.
Ïóñòü SH � âûñîòà ïèðàìèäû. Òîãäà èç ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ SAH, SBH, SCH (SH � îáùèé êàòåò) ñëåäóåò, ÷òî
HA = HB = HC. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà H � öåíòð îïèñàííîé
îêîëî îñíîâàíèÿ îêðóæíîñòè, òî åñòü H ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé P , îòêó-
äà SP ⊥ ABC. Íàêîíåö, ïî ñâîéñòâó ðàäèóñà, ïðîâåäåííîãî â òî÷êó
êàñàíèÿ, OP ⊥ ABC. Çíà÷èò, ïðÿìûå SP è OP ñîâïàäàþò, îòêóäà è
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî ðàâåíñòâî áîêîâûõ ðåáåð � 2 áàëëà.


