
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

9 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïðî äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî

a2 +
b3

a
= b2 +

a3

b
.

Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëà a è b ðàâíû?

Îòâåò: íåò

Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = −b, íàïðèìåð, ïðè a = 1 è b = −1.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = b èëè a =
−b. Äåéñòâèòåëüíî, äîìíîæèâ åãî íà a/b3 è îáîçíà÷èâ a/b = λ, ïîëó÷èì λ3 +
1 = λ + λ4. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó λ4 − λ3 + λ − 1 = 0, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè: (λ−1)(λ+1)(λ2−λ+1) = 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
λ = ±1 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
a = ±b.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
ðàçëè÷íûõ a è b, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, èëè óêàçàòü, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè a = −b.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾íåò¿.

Çàäà÷à 2. Äîäñîí, Óèëüÿìñ è èõ êîíü Áîëèâàð õîòÿò êàê ìîæíî áûñòðåå äî-
áðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Á. Âäîëü äîðîãè ñòîÿò 27 òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ,
êîòîðûå äåëÿò âåñü ïóòü íà 28 îäèíàêîâûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïðîìåæóòîê ìåæäó
ñòîëáàìè Äîäñîí ïðåîäîëåâàåò ïåøêîì çà 9 ìèíóò, Óèëüÿìñ � çà 11 ìèíóò, à
âåðõîì íà Áîëèâàðå ëþáîé èç íèõ ïðåîäîëåâàåò ýòî ðàññòîÿíèå çà 3 ìèíóòû
(Áîëèâàð íå âûäåðæèò äâîèõ). Îíè âûäâèãàþòñÿ èç ãîðîäà À îäíîâðåìåííî;
ïóòåøåñòâèå ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷åííûì, êîãäà âñå îêàæóòñÿ â ãîðîäå Á.

Äðóçüÿ äîãîâîðèëèñü, ÷òî ÷àñòü ïóòè Äîäñîí ïðîåäåò âåðõîì, çàòåì ïðèâÿæåò
Áîëèâàðà ó îäíîãî èç òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ è äàëåå ïîéä¼ò ïåøêîì, à Óèëüÿìñ
ïåðâîíà÷àëüíî áóäåò èäòè ïåøêîì, à çàòåì ïîåäåò âåðõîì íà Áîëèâàðå. Ó êàêîãî
ñòîëáà Äîäñîíó íàäî ïðèâÿçàòü Áîëèâàðà, ÷òîáû îíè ïðåîäîëåëè ïóòü äî ãîðîäà
Á êàê ìîæíî áûñòðåå?

Îòâåò: ó 12-ãî, ñ÷èòàÿ îò À.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåì ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà åäèíèöó, à âðåìÿ áóäåò èçìåðÿòü
â ìèíóòàõ. Òîãäà ñêîðîñòü Äîäñîíà ðàâíà 1/9, ñêîðîñòü Óèëüÿìñà � 1/11, à
ñêîðîñòü Áîëèâàðà � 1/3.

Ïóñòü èñêîìûé ñòîëá èìååò íîìåð k (òî åñòü ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà À ðàâíî
k/28). Òîãäà Äîäñîí äîáåðåòñÿ çà âðåìÿ

k
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3
+

28− k
28
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9
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à Óèëüÿìñ çà
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28
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1

11
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28− k
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1

3
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8k

28
.

Íàéä¼ì k, ïðè êîòîðîì ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò:

9− 6k

28
= 3 +

8k

28
⇔ 6 · 28 = 14k ⇔ k = 12 .

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó k = 12 äà¼ò íàèëó÷øåå âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
ìåíüøèõ k óâåëè÷èòñÿ âðåìÿ Äîäñîíà, à ïðè á�îëüøèõ � âðåìÿ Óèëüÿìñà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k âðåìÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ïåðñîíàæåé áóäåò
áîëüøå, ÷åì ïðè k = 12.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Íàéäåíî ïîëîæåíèå ñòîëáà, ïðè êîòîðîì âðåìÿ ïåðñîíàæåé ñîâïàäàåò, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî ýòî íàèëó÷øåå âðåìÿ.

2 á. Èìååòñÿ èäåÿ ïðèðàâíÿòü âðåìÿ ïåðñîíàæåé, íî äîïóùåíà îøèáêà ïðè ñî-
ñòàâëåíèè èëè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëàìè ∠A = 35◦, ∠B = 20◦ è ∠C = 125◦

îòìå÷åí öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � òî÷êà O. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O, A,
B, C ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðàïåöèè.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ðàç óãîë C òðåóãîëüíèêà òóïîé, òî òî÷êè C è O ëåæàò
ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AB (ðèñ. 3). Öåíòðàëüíûé óãîë BOA, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âïèñàííîìó óãëó BCA, ðàâåí 250◦; âíóòðåííèé óãîë BOA èíòåðåñó-
þùåãî íàñ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äîïîëíÿåò åãî äî 360◦ è ðàâåí 110◦.

Òàê êàê òðåóãîëüíèê BOA ðàâíîáåäðåííûé, óãëû ABO è BAO ðàâíû ïî 90◦ −
110◦

2 = 35◦. Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óãëû CAB è ABO ðàâíû ïî 35◦ è
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𝐴 𝐵

𝐶

𝑂

35∘ 20∘

110∘

Ðèñ. 3: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3

ÿâëÿþòñÿ íàêðåñò ëåæàùèìè ïðè ïðÿìûõ CA è BO è ñåêóùåé AB, òî åñòü
ïðÿìûå CA è BO ïàðàëëåëüíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëû CBA è BAO íå ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå CB
è AO íå ïàðàëëåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî OACB � òðàïåöèÿ (è íå ïàðàëëåëî-
ãðàìì).

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çà îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî OACB íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì,
áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.

Çàäà÷à 4. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2019-óãîëüíèêà ðàññòàâèëè ÷èñëà òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèíàõ ðàâíà 300. Èçâåñòíî, ÷òî
â 19-é âåðøèíå ñòîèò ÷èñëî 19, à â 20-é � ÷èñëî 20. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â 2019-é
âåðøèíå?

Îòâåò: 61.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà â âåðøèíàõ çà x1, x2, . . . , x2019. Òàê êàê ñóììà ëþ-
áûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë îäèíàêîâàÿ, òî ÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç 8 äðóãèõ,
ðàâíû. Îòñþäà x1 = x10 = x19 = . . . = x1+9k = . . .. Òàê êàê 2019 íå äåëèòñÿ íà 9,
íî äåëèòñÿ íà 3, òî ïðè ïðîäîëæåíèè ýòîé öåïî÷êè ïî öèêëó â íå¼ âîéäóò âñå
÷èñëà âèäà x3k+1. Àíàëîãè÷íûå öåïî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü îò ÷èñåë x2 è x3.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 3, ðàâíû.

Òàê êàê êàæäàÿ äåâÿòêà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîäåðæèò òðè íàáîðà âåðøèí
ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 3, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîì òàêîì íàáîðå
ðàâíà 100. Çàìåòèì, ÷òî 19 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, 20 äà¼ò îñòàòîê 2,
à 2019 äà¼ò îñòàòîê 0, ïîýòîìó ÷èñëî, çàïèñàííîå â âåðøèíå 2019, ðàâíî 100 −
19− 20 = 61.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 2, ðàâíû.

1 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 8, ðàâíû.

Çàäà÷à 5. Ïðè äâîðå ñëóæàò 50 ìóøêåò¼ðîâ. Êàæäûé äåíü îíè ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû è ïðîâîäÿò òðåíèðîâî÷íûå ïîåäèíêè. Âåðíî ëè, ÷òî ñïóñòÿ 24 äíÿ
íàéäóòñÿ òðè ìóøêåò¼ðà, êîòîðûå íå ó÷àñòâîâàëè â òðåíèðîâî÷íûõ ïîåäèíêàõ
äðóã ñ äðóãîì?

Îòâåò: äà, íàéäóòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïóñòü òàêîé òðîéêè ìóøêåò¼ðîâ íå íàé-
äåòñÿ.

Âûäåëèì îäíîãî ìóøêåò¼ðà, ïóñòü åãî çîâóò Ïåòÿ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ, îí âñòó-
ïàë â ïîåäèíêè íå áîëåå ÷åì ñ 24 äðóãèìè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç 25 ìóø-
êåò¼ðîâ, ñ êîòîðûìè îí íå âñòóïàë â ïîåäèíêè (åñëè èõ áîëüøå, ÷àñòü óáåð¼ì
èç ðàññìîòðåíèÿ), è ïîêðàñèì èõ â ñèíèé öâåò.

Ñðåäè ñèíèõ ìóøêåò¼ðîâ ëþáûå äâà äîëæíû áûëè âñòðå÷àòüñÿ â ïîåäèíêå, èíà-
÷å âìåñòå ñ Ïåòåé îíè îáðàçóþò èñêîìóþ òðîéêó. Ïîëó÷àåòñÿ, êàæäûé èç ñèíèõ
ìóøêåò¼ðîâ ïðîâ¼ë ïî ïîåäèíêó ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ ñèíèõ, à ñ äðóãèìè
ìóøêåò¼ðàìè íå ïðîâîäèë, âåäü âñåãî ïîåäèíêîâ ó íåãî òîëüêî 24.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äåíü, â êîòîðûé ïðîõîäèëè ïîåäèíêè. Ñèíèå
ìóøêåò¼ðû â ýòîò äåíü äîëæíû ðàçáèòüñÿ íà ïàðû ìåæäó ñîáîé, âåäü íè ñ êåì
áîëüøå îíè â ïîåäèíêè íå âñòóïàëè. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èõ íå÷¼òíîå
÷èñëî.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

3 á. Ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî ìóøêåò¼ðîâ, ñ êîòîðûìè íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé
ìóøêåò¼ð íå âñòóïàë â ïîåäèíêè, è óêàçàíî, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå âñå âñòó-
ïàëè äðóã ñ äðóãîì â ïîåäèíêè.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾äà¿.
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