
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïðî äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî

a2 +
b3

a
= b2 +

a3

b
.

Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëà a è b ðàâíû?

Îòâåò: íåò

Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = −b, íàïðèìåð, ïðè a = 1 è b = −1.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = b èëè a =
−b. Äåéñòâèòåëüíî, äîìíîæèâ åãî íà a/b3 è îáîçíà÷èâ a/b = λ, ïîëó÷èì λ3 +
1 = λ + λ4. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó λ4 − λ3 + λ − 1 = 0, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü
ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè: (λ−1)(λ+1)(λ2−λ+1) = 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
λ = ±1 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
a = ±b.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
ðàçëè÷íûõ a è b, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, èëè óêàçàòü, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè a = −b.

0 á. Åñòü òîëüêî îòâåò ¾íåò¿.

Çàäà÷à 2. Ó êâàäðàòà 5× 5 åñòü 5 ñòîëáöîâ, 5 ñòðîê è 18 äèàãîíàëåé, âêëþ÷àÿ
äèàãîíàëè äëèíû îäèí. Â êàæäîé êëåòêå ýòîãî êâàäðàòà Âîâà íàïèñàë ÷èñëî
1, 3, 5 èëè 7, à Ë¼øà ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë ïî êàæäîìó ñòîëáöó, ñòðîêå è
äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ Ë¼øåé ñóìì åñòü õîòÿ áû äâå
ðàâíûå.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó, ñòîëáåö èëè äèàãîíàëü, âäîëü êîòîðîé Àí-
äðåé ñóììèðîâàë ÷èñëà, ëèíèåé. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî åñòü 20 ëèíèé, ñîñòîÿùèõ
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà êëåòîê (ïî 5 ëèíèé êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ). Òàê êàê âñå ÷èñ-
ëà â òàáëèöå íå÷¼òíû, òî è âñå ñóììû â ýòèõ ëèíèÿõ íå÷¼òíû. Ïðè ýòîì îíè
íå ìîãóò ïðåâûøàòü 5·7 = 35. Íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî 35 âñåãî (35−1)/2+1 = 18.
Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêèõ-òî äâóõ ëèíèÿõ îêàæåòñÿ îäíî è òî æå
÷èñëî.

Êðèòåðèè
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Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

1 á. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê èëè òîëüêî
íå÷¼òíûõ ñóìì èëè ñóìì ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê ðîâíî 20, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî âîçìîæíûõ íå÷¼òíûõ ñóìì âñåãî 18, íî äàëüíåéøèõ ïðîäâèæå-
íèé íåò.

Çàäà÷à 3. Äîäñîí, Óèëüÿìñ è èõ êîíü Áîëèâàð õîòÿò êàê ìîæíî áûñòðåå äî-
áðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Á. Âäîëü äîðîãè ñòîÿò 27 òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ,
êîòîðûå äåëÿò âåñü ïóòü íà 28 îäèíàêîâûõ ïðîìåæóòêîâ. Ïðîìåæóòîê ìåæäó
ñòîëáàìè Äîäñîí ïðåîäîëåâàåò ïåøêîì çà 9 ìèíóò, Óèëüÿìñ � çà 11 ìèíóò, à
âåðõîì íà Áîëèâàðå ëþáîé èç íèõ ïðåîäîëåâàåò ýòî ðàññòîÿíèå çà 3 ìèíóòû
(Áîëèâàð íå âûäåðæèò äâîèõ). Îíè âûäâèãàþòñÿ èç ãîðîäà À îäíîâðåìåííî;
ïóòåøåñòâèå ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷åííûì, êîãäà âñå îêàæóòñÿ â ãîðîäå Á.

Äðóçüÿ äîãîâîðèëèñü, ÷òî ÷àñòü ïóòè Äîäñîí ïðîåäåò âåðõîì, çàòåì ïðèâÿæåò
Áîëèâàðà ó îäíîãî èç òåëåãðàôíûõ ñòîëáîâ è äàëåå ïîéä¼ò ïåøêîì, à Óèëüÿìñ
ïåðâîíà÷àëüíî áóäåò èäòè ïåøêîì, à çàòåì ïîåäåò âåðõîì íà Áîëèâàðå. Ó êàêîãî
ñòîëáà Äîäñîíó íàäî ïðèâÿçàòü Áîëèâàðà, ÷òîáû îíè ïðåîäîëåëè ïóòü äî ãîðîäà
Á êàê ìîæíî áûñòðåå?

Îòâåò: ó 12-ãî, ñ÷èòàÿ îò À.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà åäèíèöó, à âðåìÿ áóäåì èçìåðÿòü
â ìèíóòàõ. Òîãäà ñêîðîñòü Äîäñîíà ðàâíà 1/9, ñêîðîñòü Óèëüÿìñà � 1/11, à
ñêîðîñòü Áîëèâàðà � 1/3.

Ïóñòü èñêîìûé ñòîëá èìååò íîìåð k (òî åñòü ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà À ðàâíî
k/28). Òîãäà Äîäñîí äîáåðåòñÿ çà âðåìÿ

k

28
:
1

3
+

28− k
28

:
1

9
= 9− 6k

28
,

à Óèëüÿìñ çà
k

28
:
1

11
+

28− k
28

:
1

3
= 3 +

8k

28
.

Íàéä¼ì k, ïðè êîòîðîì ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò:

9− 6k

28
= 3 +

8k

28
⇔ 6 · 28 = 14k ⇔ k = 12 .
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Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó k = 12 äà¼ò íàèëó÷øåå âðåìÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
ìåíüøèõ k óâåëè÷èòñÿ âðåìÿ Äîäñîíà, à ïðè á�îëüøèõ � âðåìÿ Óèëüÿìñà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè âñåõ îñòàëüíûõ k âðåìÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ïåðñîíàæåé áóäåò
áîëüøå, ÷åì ïðè k = 12.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Íàéäåíî ïîëîæåíèå ñòîëáà, ïðè êîòîðîì âðåìÿ ïåðñîíàæåé ñîâïàäàåò, íî
íå äîêàçàíî, ÷òî ýòî íàèëó÷øåå âðåìÿ.

2 á. Èìååòñÿ èäåÿ ïðèðàâíÿòü âðåìÿ ïåðñîíàæåé, íî äîïóùåíà îøèáêà ïðè ñî-
ñòàâëåíèè èëè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ.

1 á. Åñòü âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC c ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
âûñîòà AH. Íà ïðîäîëæåíèè ãèïîòåíóçû BC çà òî÷êó C íàøëàñü òî÷êà X
òàêàÿ, ÷òî

HX =
BH + CX

3
.

Äîêàæèòå, ÷òî 2∠ABC = ∠AXC.

𝐴 𝐵

𝐶 𝐻
𝑋

𝑀

Ðèñ. 2: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ, ÷òî CX = HX − CH, äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê 3HX = BH + (HX − CH), èëè HX = 1

2 (BH − CH).

ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà HX = 1
2 (BH−CH) ïîëîæèòåëüíà. Îêàçûâàåòñÿ, îíà ðàâíà

ðàññòîÿíèþ îò H äî ñåðåäèíû BC, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì çàM . Äåéñòâèòåëüíî,

HM = |CM − CH| =
∣∣ 1
2 (BH + CH)− CH

∣∣ = ∣∣ 1
2 (BH − CH)

∣∣ = 1
2 (BH − CH) .

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ïîñòðîèòü òî÷êó X äðóãèì ñïîñîáîì: ïðîñòî îòëîæèì îòðå-
çîêHM â äðóãóþ ñòîðîíó îò òî÷êè H (ðèñ. 2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê
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MAX ðàâíîáåäðåííûé (åãî âûñîòà AH ÿâëÿåòñÿ è ìåäèàíîé). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü òåì, ÷òî òðåóãîëüíèê AMB òàêæå ðàâíîáåäðåííûé (ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû,
ïðîâåä¼ííîé ê ãèïîòåíóçå), ïîëó÷àåì

∠AXC = ∠AMH = ∠ABM + ∠BAM = 2∠ABM .

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çàäà÷à 5. Â êëåòêàõ øàõìàòíîé äîñêè 8× 8 ñòîÿò 8 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ ôèøåê
òàê, ÷òî íèêàêèå äâå ôèøêè íå ñòîÿò â îäíîé êëåòêå. Êðîìå òîãî, íè â îäíîì
ñòîëáöå è íè â îäíîé ñòðîêå íå ñòîÿò îäíîöâåòíûå ôèøêè. Äëÿ êàæäîé áåëîé
ôèøêè ïîñ÷èòàëè ðàññòîÿíèå äî ÷¼ðíîé ôèøêè, ñòîÿùåé ñ íåé â îäíîì ñòîëá-
öå. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ýòèõ ðàññòîÿíèé? Ðàñ-
ñòîÿíèåì ìåæäó ôèøêàìè áóäåì ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êëåòîê,
êîòîðûå îíè çàíèìàþò.

Îòâåò: 32

Ðåøåíèå. Ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, ïðè êîòîðîì ñóììà ðàññòîÿíèé ðàâíà
32, ïðèâåä¼í íà ðèñóíêå:

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 32 ñóììà ðàññòîÿíèé áûòü íå ìîæåò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ ðàññòàíîâêó ôèøåê, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ. Ïóñòü S �
ýòî ñóììà ðàññòîÿíèé, óêàçàííûõ â óñëîâèè.

Ïóñòü â i-ì ñòîëáöå áåëàÿ è ÷¼ðíàÿ ôèøêà íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ñòðîêàõ
ai è bi. Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè:

|ai − bi| = |(ai − 4,5)− (bi − 4,5)| 6 |ai − 4,5|+ |bi − 4,5|

(ïî ñóòè ýòî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ òî÷åê ai, bi è 4,5 íà ïðÿìîé).

Ïðîñóììèðîâàâ ýòó îöåíêó äëÿ âñåõ ðàçíîñòåé |ai − bi|, ïîëó÷èì

S 6 |a1 − 4,5|+ |a2 − 4,5|+ . . .+ |a8 − 4,5|+ |b1 − 4,5|+ |b2 − 4,5|+ . . .+ |b8 − 4,5| .
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Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, òàê êàê ÷èñëà
ai, 0 6 i 6 8, ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë îò 1 äî 8. Àíàëîãè÷íî
ñ bi. Èìååì

S 6 |1− 4,5|+ |2− 4,5|+ . . .+ |8− 4,5|+ |1− 4,5|+ |2− 4,5|+ . . .+ |8− 4,5| =
= 2 · (3,5 + 2,5 + 1,5 + 0,5 + 0,5 + 1,5 + 2,5 + 3,5) = 32 .

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè íåòðóäíî ïîíÿòü, êàê óñòðîåí ëþáîé ïðè-
ìåð ñ íóæíîé ñóììîé ðàññòîÿíèé: â êàæäîì ñòîëáöå ôèøêà îäíîãî öâåòà íàõî-
äèòñÿ â âåðõíåé ïîëîâèíå, à ôèøêà äðóãîãî öâåòà � â íèæíåé. Â èíîì ñëó÷àå
ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà íå áóäåò äîñòèãàòüñÿ.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

6 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé íå ìîæåò ïðåâûøàòü 32.

Åñëè ðåøåíèå íåîáîñíîâàííî ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ¾îïòèìàëüíîìó¿ ñëó-
÷àþ èëè êëàññó ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, áåçäîêàçàòåëüíî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â êàæ-
äîì ñòîëáöå ÷¼ðíàÿ è áåëàÿ ôèøêè äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ðàçíûõ ïîëîâè-
íàõ ñòîëáöà), òî áàëëû çà ýòó ÷àñòü íå ñòàâÿòñÿ.

1 á. Ïðèâåä¼í ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ ôèøåê, ñóììà ðàññòîÿíèé â êîòîðîì ðàâíà
32.
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