
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

7 êëàññ

Çàäà÷à 1. Ïîåçä ñîñòîèò èç 20 âàãîíîâ, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû îò 1 äî 20,
íà÷èíàÿ îò íà÷àëà ïîåçäà. Íåêîòîðûå âàãîíû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òîâûìè. Èçâåñòíî,
÷òî

• âñåãî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ � ÷¼òíîå ÷èñëî;

• íîìåð áëèæàéøåãî ê íà÷àëó ïîåçäà ïî÷òîâîãî âàãîíà ðàâåí îáùåìó êîëè-
÷åñòâó ïî÷òîâûõ âàãîíîâ;

• íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå êîëè÷åñòâà ïî÷-
òîâûõ âàãîíîâ;

• ëþáîé ïî÷òîâûé âàãîí ñöåïëåí õîòÿ áû ñ îäíèì äðóãèì ïî÷òîâûì âàãîíîì.

Íàéäèòå íîìåðà âñåõ ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ïîåçäå.

Îòâåò: 4, 5, 15, 16.

Ðåøåíèå. Íîìåð ïîñëåäíåãî ïî÷òîâîãî âàãîíà íå ìîæåò ïðåâûøàòü 20; êîëè÷å-
ñòâî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ýòîãî íîìåðà è ïîòîìó íå ïðåâû-
øàåò 5. Òàê êàê ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷¼òíîå ÷èñëî, òî èõ âñåãî 2 èëè 4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ äâà. Òîãäà ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 2, à ïîñëåäíèé �
8. Íî îíè íå ñîñåäíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, ïî÷òîâûõ âàãîíîâ ÷åòûðå. Ïåðâûé èç íèõ èìååò íîìåð 4; åù¼ îäèí
ïî÷òîâûé âàãîí ñ íèì ñöåïëåí � îí ìîæåò èìåòü òîëüêî íîìåð 5. Ïîñëåäíèé
ïî÷òîâûé âàãîí èìååò íîìåð 16; ñöåïëåííûé ñ íèì � íîìåð 15.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

3 á. Âåðíûé îòâåò.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 6 è áîëüøå.

2 á. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òîâûõ âàãîíîâ íå ìîæåò áûòü 2.

Çàäà÷à 2. Ó Ë¼íè åñòü êàðòî÷êè ñ öèôðàìè îò 1 äî 7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ ñêëåèòü èç íèõ äâà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà (îäíà êàðòî÷êà íå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ) òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèëîñü íà 81, à ñóììà äåëèëàñü
íà 9?

Îòâåò: 36.
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Ðåøåíèå. Åñëè îäíî èç ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà 9, òî âòîðîå òîæå, òàê êàê èõ ñóììà
äåëèòñÿ íà 9. Íî òîãäà ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 81, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9.

Òîãäà ñóììà öèôð â êàæäîì ÷èñëå äåëèòñÿ íà 9, à çíà÷èò, è îáùàÿ ñóììà èñ-
ïîëüçîâàííûõ öèôð òîæå. Ñóììà âñåõ äàííûõ öèôð 1+2+. . .+7 ðàâíà 28. Åñëè
âûêèíóòü öèôðó 1, òî îñòàíåòñÿ 27, ÷òî äåëèòñÿ íà 9; ïðè âûêèäûâàíèè îñòàëü-
íûõ öèôð ïîëó÷èòü ñóììó, êðàòíóþ 9, íåëüçÿ. Çíà÷èò, èñïîëüçîâàíû öèôðû 2,
3, 4, 5, 6, 7.

Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà òð¼õ èç ýòèõ öèôð ðàâíà 2+3+4 =
9, à íàèáîëüøàÿ � 5+6+7 = 18. Äðóãèå ñóììû, êðàòíûå 9, ïîëó÷èòü íåëüçÿ; à
9 è 18 ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ïîëó÷àåòñÿ, îäíî ÷èñëî ñîñòîèò
èç öèôð 2, 3, 4, à âòîðîå � èç 5, 6, 7.

Åñòü øåñòü ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 2, 3, 4, è øåñòü ÷èñåë,
êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 5, 6, 7. Íàì ïîäõîäÿò âñåâîçìîæíûå ïàðû
ýòèõ ÷èñåë.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

1 á. Äîêàçàíî, ÷òî îáà ÷èñëà äîëæíû äåëèòñÿ íà 9.

2 á. Â ïðåäïîëîæåíèè (âîçìîæíî, íå îáîñíîâàííîì), ÷òî îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9,
äîêàçàíî, ÷òî öèôðà 1 íå èñïîëüçóåòñÿ.

3 á. Â ïðåäïîëîæåíèè (âîçìîæíî, íå îáîñíîâàííîì), ÷òî îáà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 9
è öèôðà 1 íå èñïîëüçóåòñÿ, äîêàçàíî, ÷òî îäíî ÷èñëî ñîñòîèò èç öèôð 2, 3,
4, à âòîðîå � 5, 6, 7.

1 á. Ïðåäûäóùåå íå äîêàçàíî, íî ñôîðìóëèðîâàíî.

1 á. Èìååòñÿ âåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3. Ó êâàäðàòà 5× 5 åñòü 5 ñòîëáöîâ, 5 ñòðîê è 18 äèàãîíàëåé, âêëþ÷àÿ
äèàãîíàëè äëèíû îäèí. Â êàæäîé êëåòêå ýòîãî êâàäðàòà Âîâà íàïèñàë ÷èñëî
1, 3, 5 èëè 7, à Ë¼øà ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë ïî êàæäîìó ñòîëáöó, ñòðîêå è
äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷åííûõ Ë¼øåé ñóìì åñòü õîòÿ áû äâå
ðàâíûå.

Ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó, ñòîëáåö èëè äèàãîíàëü, âäîëü êîòîðîé Àí-
äðåé ñóììèðîâàë ÷èñëà, ëèíèåé. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî åñòü 20 ëèíèé, ñîñòîÿùèõ
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà êëåòîê (ïî 5 ëèíèé êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ). Òàê êàê âñå ÷èñ-
ëà â òàáëèöå íå÷¼òíû, òî è âñå ñóììû â ýòèõ ëèíèÿõ íå÷¼òíû. Ïðè ýòîì îíè
íå ìîãóò ïðåâûøàòü 5·7 = 35. Íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî 35 âñåãî (35−1)/2+1 = 18.
Çíà÷èò, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêèõ-òî äâóõ ëèíèÿõ îêàæåòñÿ îäíî è òî æå
÷èñëî.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

1 á. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ òîëüêî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê èëè òîëüêî
íå÷¼òíûõ ñóìì èëè ñóìì ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî ëèíèé ñ íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì êëåòîê ðîâíî 20, íî äàëüíåéøèõ
ïðîäâèæåíèé íåò.

3 á. Óêàçàíî, ÷òî âîçìîæíûõ íå÷¼òíûõ ñóìì âñåãî 18, íî äàëüíåéøèõ ïðîäâèæå-
íèé íåò.

Çàäà÷à 4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà BL. Íà îòðåçêå BC âûáðàíà òî÷êà E, à íà îòðåçêå CL � òî÷êà D
òàê, ÷òî ∠LDE = 90◦, AL = DE. Äîêàæèòå, ÷òî AB = LD +BE.

𝐴

𝐵

𝐶𝐿

𝐸

𝐷

𝐴′

Ðèñ. 1: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà ñòîðîíå BC òî÷êó A′ òàêóþ, ÷òî BA′ = BA, êàê íà ðèñ. 1.
Çàìåòèì, ÷òî ìû ñâåëè çàäà÷ó ê A′B = LD +BE, ÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ýêâè-
âàëåíòíî EA′ = LD (òî, ÷òî òî÷êà A′ íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåæäó B è E, áóäåò
ñëåäîâàòü èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé).

Òðåóãîëüíèêè BAL è BA′L ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè (BL =
BL, BA = BA′, ∠ABL = ∠A′BL). Îòñþäà ïîëó÷àåì A′L = AL = ED (ýòî,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò A′ äî AC ìåíüøå ED, è A′ íå ìîæåò
îêàçàòüñÿ íà îòðåçêå BE) è ∠LA′B = 90◦.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè EA′L è LDE ïðÿìîóãîëüíûå è ðàâíûå, òàê
êàê ó íèõ îáùàÿ ãèïîòåíóçà LD è ðàâíûå êàòåòû ED è A′L. Ýòî äàåò òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî EA′ = LD.

Çàìå÷àíèå. Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî âìåñòî ýòîãî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêîâ LA′C è EDC ïî êàòåòó è îñòðîìó óãëó. Òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü öåïî÷êó ðàâåíñòâ AB = A′B = BC−A′C = (BC−EC)+(EC−
A′C) = BE + (LC −DC) = BE + LD.
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Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

2 á. Åñòü èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè A′ (ñäåëàíî îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî áèññåêòðè-
ñû èëè îòëîæåí îòðåçîê BA íà ãèïîòåíóçå).

Çàäà÷à 5. Øåñòü ìàëü÷èêîâ è øåñòü äåâî÷åê âñòàëè â êðóã, ÷åðåäóÿñü. Êàæ-
äûé èç íèõ íàïèñàë â ñâîåì áëîêíîòå íåíóëåâîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå
÷èñëî, íàïèñàííîå ìàëü÷èêîì, ðàâíî ñóììå ÷èñåë, íàïèñàííûõ ðÿäîì ñòîÿùèìè
äåâî÷êàìè, à êàæäîå ÷èñëî, íàïèñàííîå äåâî÷êîé, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë,
íàïèñàííûõ ðÿäîì ñòîÿùèìè ìàëü÷èêàìè. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììà âñåõ
äâåíàäöàòè ÷èñåë?

Îòâåò: 4,5

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûõ ïÿòåðûõ ÷åëîâåê, ñòîÿùèõ ïî êðóãó ïîäðÿä,
êðàéíèå èç êîòîðûõ � ìàëü÷èêè. Ïóñòü èõ ÷èñëà ðàâíû x, xy, y, yz, z. Òîãäà
y = xy + yz. Òàê êàê y 6= 0, íà íåãî ìîæíî ñîêðàòèòü, ïîëó÷èâ x + z = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñêàçàííûõ ìàëü÷èêàìè, ñòîÿùèìè
÷åðåç òðîèõ, ðàâíà 1.

Ïóñòü ìàëü÷èêè ñêàçàëè ÷èñëà a1, a2, . . . , a6 (â ýòîì ïîðÿäêå ïî êðóãó). Òîãäà

1 = a1 + a3 = a2 + a4 = . . . = a5 + a1 = a6 + a2 .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

6 = (a1 + a3) + (a2 + a4) + . . .+ (a5 + a1) + (a6 + a2) = 2(a1 + a2 + . . .+ a6) ,

îòêóäà ñóììà âñåõ ÷èñåë ìàëü÷èêîâ ðàâíà 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ÷èñåë ìàëü÷èêîâ â äâà ðàçà áîëüøå ñóììû ÷èñåë âñåõ
äåâî÷åê, âåäü ÷èñëî êàæäîé äåâî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì äëÿ äâóõ ìàëü÷èêîâ.
Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë äåâî÷åê ðàâíà 1,5. Îáùàÿ ñóììà òîãäà ðàâíà 4,5.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíà: âñå ìàëü÷èêè
ìîãóò íàïèñàòü ÷èñëî 1

2 , à âñå äåâî÷êè � ÷èñëî 1
4 .

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

7 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî 4,5, íî íå ïðèâåä¼í ïðèìåð
äîïóñòèìîé ðàññòàíîâêè ÷èñåë.

1 á. Óêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë äåâî÷åê â äâà ðàçà ìåíüøå ñóììû ÷èñåë ìàëü÷è-
êîâ.
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3 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë ìàëü÷èêîâ, ñòîÿùèõ ¾÷åðåç òðè¿, ðàâíà 1.

0 á. Âåðíûé îòâåò.

1 á. Âåðíûé ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë.
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