
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Êóð÷àòîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå � 2020

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

10 êëàññ

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå òàêèå äâà ÷èñëà a è b, ÷òî b ïîëó÷àåòñÿ èç a ïåðåñòàíîâêîé
öèôð, ïðè÷¼ì a− b ñîñòîèò òîëüêî èç öèôð 1.

Îòâåò: íàïðèìåð, 234567809 è 345678920.

Êðèòåðèè

Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ.

Çàäà÷à 2. Â òàáëèöå 3×3 ðàññòàâèëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûå) òàê, ÷òî ñóììû âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ïîëó÷èëèñü ðàçëè÷íûìè.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå?

Îòâåò: 17.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå ñóììà ÷èñåë íå ìåíüøå 3.
Òîãäà óäâîåííàÿ ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå, ðàâíàÿ ñóììå ñóìì ÷èñåë â ñòðî-
êàõ è ñòîëáöàõ, íå ìåíüøå 3 + 4 + . . . + 8 = 33, ïîýòîìó ïðîñòî ñóììà ÷èñåë
â òàáëèöå íå ìåíüøå 17.

Ïðèìåð òàáëèöû ñ ñóììîé 17:

1 1 1

1 2 2

2 3 4

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå íå ìåíüøå 17.

3 á. Ïðèâåä¼í ïðèìåð òàáëèöû ñ ñóììîé 17.

Çàäà÷à 3. Â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2019-óãîëüíèêà ðàññòàâèëè ÷èñëà òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ âåðøèíàõ ðàâíà 300. Èçâåñòíî, ÷òî
â 19-é âåðøèíå ñòîèò ÷èñëî 19, à â 20-é � ÷èñëî 20. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â 2019-é
âåðøèíå?

Îòâåò: 61.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà â âåðøèíàõ çà x1, x2, . . . , x2019. Òàê êàê ñóììà ëþ-
áûõ äåâÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë îäèíàêîâàÿ, òî ÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç 8 äðóãèõ,
ðàâíû. Îòñþäà x1 = x10 = x19 = . . . = x1+9k = . . .. Òàê êàê 2019 íå äåëèòñÿ íà 9,
íî äåëèòñÿ íà 3, òî ïðè ïðîäîëæåíèè ýòîé öåïî÷êè ïî öèêëó â íå¼ âîéäóò âñå
÷èñëà âèäà x3k+1. Àíàëîãè÷íûå öåïî÷êè ìîæíî ïîñòðîèòü îò ÷èñåë x2 è x3.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå â âåðøèíàõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà 3, ðàâíû.

Òàê êàê êàæäàÿ äåâÿòêà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ñîäåðæèò òðè íàáîðà âåðøèí
ñ ðàçíûìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà 3, òî ñóììà ÷èñåë â êàæäîì òàêîì íàáîðå
ðàâíà 100. Çàìåòèì, ÷òî 19 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3, 20 äà¼ò îñòàòîê 2,
à 2019 äà¼ò îñòàòîê 0, ïîýòîìó ÷èñëî, çàïèñàííîå â âåðøèíå 2019, ðàâíî 100 −
19− 20 = 61.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 2, ðàâíû.

1 á. Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà, èäóùèå ÷åðåç 8, ðàâíû.

Çàäà÷à 4. Ó Ïîëèêàðïà åñòü 2 êîðîáêè, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ëåæèò n ìîíåò, à
âòîðàÿ ïóñòàÿ. Çà îäèí õîä îí ìîæåò ëèáî ïåðåëîæèòü îäíó ìîíåòó èç ïåðâîé
êîðîáêè âî âòîðóþ, ëèáî óáðàòü èç ïåðâîé êîðîáêè ðîâíî k ìîíåò, ãäå k �
êîëè÷åñòâî ìîíåò âî âòîðîé êîðîáêå. Ïðè êàêèõ n Ïîëèêàðï ìîæåò ñäåëàòü
ïåðâóþ êîðîáêó ïóñòîé íå áîëåå ÷åì çà 10 õîäîâ?

Îòâåò: ïðè n îò 0 äî 30 âêëþ÷èòåëüíî.

Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì õîä, ïðè êîòîðîì ïåðåêëàäûâàåòñÿ îäíà ìîíåòà èç ïåðâîé
êîðîáêè âî âòîðóþ, õîäîì ïåðâîãî òèïà, à õîä, ïðè êîòîðîì ìîíåòû óáèðàþòñÿ
èç ïåðâîé êîðîáêè � õîäîì âòîðîãî òèïà. Ïóñòü âñåãî áûëî ñäåëàíî x õîäîâ
ïåðâîãî òèïà è y õîäîâ âòîðîãî òèïà. Òîãäà âî âòîðîé êîðîáêå íå áîëüøå x ìîíåò.
Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè õîäîâ âòîðîãî òèïà ìû çàáåð¼ì èç ïåðâîé êîðîáêè
íå áîëåå xy ìîíåò, çíà÷èò, â ñóììå çàáåð¼ì íå áîëåå x + xy ìîíåò. Òàê êàê
x+ y 6 10, òî

x+ xy 6 x+ x(10− x) = −x2 + 11x .

Ïðè öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ x ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷-
êàõ x = 5 è x = 6 è ðàâåí 5 ·6 = 30. Òàêèì îáðàçîì, n 6 30. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå
n 6 30 ïîäõîäèò.

Åñëè ñäåëàòü 5 õîäîâ ïåðâîãî òèïà, à ïîñëå ýòîãî 5 õîäîâ âòîðîãî òèïà, òî ìû
óáåð¼ì èç ïåðâîé êîðîáêè ðîâíî 30 ìîíåò. Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 1 è
2, ãäå 1 îáîçíà÷àåò õîä ïåðâîãî òèïà, à 2 � õîä âòîðîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
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â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîìåíÿòü ñîñåäíþþ ïàðó 12 íà ïàðó 21, òî èòîãîâîå
êîëè÷åñòâî ìîíåò, èçâëå÷¼ííûõ èç ïåðâîé êîðîáêè, óìåíüøèòñÿ íà 1. Òàê ìû
ìîæåì äåëàòü, ïîêà âñå 2 íå îêàæóòñÿ ñëåâà, à âñå 1 � ñïðàâà. Òåïåðü áóäåì
çàìåíÿòü 1 íà 2, è íà êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî èçâëå÷¼ííûõ ìîíåò ñ ïîìîùüþ
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé òîæå áóäåò óìåíüøàòüñÿ íà 1. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ ëþáîãî n îò 0 äî 30 ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü íóæíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé.

Êðèòåðèè

Èñïîëüçóåòñÿ îäèí íàèáîëüøèé ïîäõîäÿùèé êðèòåðèé:

7 á. Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Åñëè â ðåøåíèè n ñ÷èòàåòñÿ íàòóðàëüíûì, è â îòâåòå íå óïîìÿíóòî ÷èñëî 0,
òî áàëë íå ñíèæàåòñÿ.

4 á. Äîêàçàíî, ÷òî n íå ïðåâûøàåò 30, íî íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó âñå ìåíüøèå n
òîæå ïîäõîäÿò.

3 á. Îïèñàíû âñå ïðèìåðû äëÿ n îò 1 äî 30.

Çà ñëåäóþùóþ îøèáêó â ðåøåíèè, êîòîðîå â îñòàëüíîì ïîäõîäèò ïîä îäèí èç êðè-
òåðèåâ âûøå, ñíèæàåòñÿ áàëë:

−1 á. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ −x2+11x ïðè öåëûõ x íàéäåíî íåâåðíî
èç-çà àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè.

Çàäà÷à 5. Òî÷êà H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà G
òàêîâà, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABGH � ïàðàëëåëîãðàìì. Ïóñòü I � òàêàÿ òî÷êà
íà ïðÿìîé GH, ÷òî AC äåëèò HI ïîïîëàì. Ïðÿìàÿ AC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà GCI â òî÷êàõ C è J . Äîêàæèòå, ÷òî IJ = AH.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐻
𝐺𝐼

𝐽

Ðèñ. 4: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 5

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ∠IJC = ∠CAH. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè ìû ýòî óñòàíîâèì, òî ìîæíî áóäåò îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû II1 èHH1
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íà AC � îíè îêàæóòñÿ ðàâíû, òàê êàê IH äåëèòñÿ ïðÿìîé AC ïîïîëàì � è ïî-
ëó÷èòü ðàâåíñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ JI1I è AH1H ïî óãëó è êàòåòó
(ðèñ. 4).

Òàê êàê JICG � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, òî ∠IJC = ∠IGC. Äàëåå, CH ⊥
AB ‖ HG è CB ⊥ AH ‖ BG, îòêóäà ∠CHG = ∠CBG = 90◦, òî åñòü ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê CHBG òàêæå âïèñàííûé. Îòñþäà èìååì ∠IGC = ∠HGC = ∠HBC.

Íàêîíåö, óãëû HBC è CAH ðàâíû, òàê êàê ýòî óãëû ìåæäó ñòîðîíàìè è âû-
ñîòàìè, è îáà îíè äîïîëíÿþò óãîë C òðåóãîëüíèêà äî 90◦.

Êðèòåðèè

Ëþáîå ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Â îòñóòñòâèå òàêîãî ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ñóììèðóþòñÿ:

1 á. Çàäà÷à ñâåäåíà ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî óãëû IJC è CAH ðàâíû, íî ðà-
âåíñòâî ýòèõ óãëîâ íå äîêàçàíî.

1 á. Äîêàçàíà âïèñàííîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà CHBG.
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