
10-11 êëàññû

Çàäà÷à 1/1. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2 − 8b2 =
2ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 5b+a

5b−a?

Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2 − 8b2 = 2ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 − 8 =
2a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 4, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4b. Èìååì

5b+ a

5b− a
=

5b+ 4b

5b− 4b
= 9 .

Çàäà÷à 1/2. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 12b2 =
−ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 4b+a

4b−a?

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−12b2 = −ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2−12 =
−a

b . Òîãäà
a
b ðàâíî ëèáî 3, ëèáî −4, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 3b. Èìååì

4b+ a

4b− a
=

4b+ 3b

4b− 3b
= 7 .

Çàäà÷à 1/3. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 10b2 =
3ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 6b+a

6b−a?

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−10b2 = 3ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 −10 =
3a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 5, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 5b. Èìååì

6b+ a

6b− a
=

6b+ 5b

6b− 5b
= 11 .

Çàäà÷à 1/4. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 12b2 =
4ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 7b+a

7b−a?

Îòâåò: 13.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−12b2 = 4ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 −12 =
4a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 6, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 6b. Èìååì

7b+ a

7b− a
=

7b+ 6b

7b− 6b
= 13 .
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Çàäà÷à 2/1. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 26 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 30 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî ðàâíî 26 + 30 = 56. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå
æèâ¼ò 8 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 8 − x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (8− x)(7− x) = 26 ;

x2 − x+ 56− 15x+ x2 = 26 ;

x2 − 8x+ 15 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 3, ëèáî x = 5. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.

Çàäà÷à 2/2. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 42 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 48 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî ðàâíî 42 + 48 = 90. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå
æèâ¼ò 10 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 10− x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (10− x)(9− x) = 42 ;

x2 − x+ 90− 19x+ x2 = 42 ;

x2 − 10x+ 24 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 4, ëèáî x = 6. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.
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Çàäà÷à 2/3. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 44 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 28 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ðàâíî 44 + 28 = 72. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå æèâ¼ò
9 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 9 − x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (9− x)(8− x) = 44 ;

x2 − x+ 72− 17x+ x2 = 44 ;

x2 − 9x+ 14 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 2, ëèáî x = 7. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.

Çàäà÷à 2/4. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 58 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 32 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ðàâíî 58 + 32 = 90. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå æèâ¼ò
10 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 10− x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (10− x)(9− x) = 58 ;

x2 − x+ 90− 19x+ x2 = 58 ;

x2 − 10x+ 16 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 2, ëèáî x = 8. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.

22



Çàäà÷à 3/1. Â ðÿä âûïèñàíî 10 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 21.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 15. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 10,
òî åñòü îíà ðàâíà 55.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë òîæå íå÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íå÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 15 äî 55.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.

• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3,
4, . . . , 9, 10, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 15 äî 55, à èõ
ðîâíî 21.

Çàäà÷à 3/2. Â ðÿä âûïèñàíî 12 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 31.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 18. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 12,
òî åñòü îíà ðàâíà 78.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 18 äî 78.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.
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• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4,
. . . , 11, 12, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 18 äî 78, à èõ
ðîâíî 31.

Çàäà÷à 3/3. Â ðÿä âûïèñàíî 14 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 43.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 21. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 14,
òî åñòü îíà ðàâíà 105.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë òîæå íå÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íå÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 21 äî 105.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.

• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4,
. . . , 13, 14, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 21 äî 105, à èõ
ðîâíî 43.

Çàäà÷à 4/1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 2 è CM : MH = 1 : 5. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,8.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 4).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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𝐶
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𝐾

𝑀𝑂

𝑥
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𝑦

Ðèñ. 4: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/1

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 2, n = HM

MC = 5, òîãäà AO
OH = 0,8.

Çàäà÷à 4/2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 4 è CM : MH = 1 : 5. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,5.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 5).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .

25



𝐴

𝐵

𝐶

𝐻

𝐾

𝑀𝑂

𝑥

𝑘𝑥

𝑛𝑦

𝑦

Ðèñ. 5: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/2

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 4, n = HM

MC = 5, òîãäà AO
OH = 0,5.

Çàäà÷à 4/3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 2 è CM : MH = 1 : 10. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,65.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 6).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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Ðèñ. 6: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/3

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 2, n = HM

MC = 10, òîãäà AO
OH = 0,65.

Çàäà÷à 4/4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 4 è CM : MH = 1 : 10. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,375.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 7).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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Ðèñ. 7: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/4

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 4, n = HM

MC = 10, òîãäà AO
OH = 0,375.

Çàäà÷à 5/1. ×åðåç òî÷êó (3; 9) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −9.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
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kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

3
+

1

b
è

1

c
=

1

3
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

3
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

3b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 3b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
3d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −9.

Çàäà÷à 5/2. ×åðåç òî÷êó (4; 16) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −16.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

4
+

1

b
è

1

c
=

1

4
+

1

d
.
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Ïðåîáðàçóåì:

1

4
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

4b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 4b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
4d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −16.

Çàäà÷à 5/3. ×åðåç òî÷êó (5; 25) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −25.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

5
+

1

b
è

1

c
=

1

5
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

5
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

5b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 5b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
5d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −25.
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Çàäà÷à 5/4. ×åðåç òî÷êó (6; 36) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −36.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

6
+

1

b
è

1

c
=

1

6
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

6
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

6b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 6b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
6d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −36.

Çàäà÷à 6/1. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäú-
åçäå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äåñÿòîì � 10. Âñåãî â äîìå 55 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.
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Îòâåò: 1024.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/2. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäú-
åçäå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äåâÿòîì � 9. Âñåãî â äîìå 45 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
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ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 512.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/3. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäúåç-
äå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â îäèííàäöàòîì � 11. Âñåãî â äîìå 66 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?
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Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 2048.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/4. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäúåç-
äå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äâåíàäöàòîì � 12. Âñåãî â äîìå 78 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
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ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 4096.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.
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