
Ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü ïðè ïåðâîì ðàâíîâåñèè ðàññòîÿíèÿ îò êàðàíäàøà äî ìÿ÷à è äî ãèðè áûëè ðàâíû l1
è l2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ïåðâîãî ñäâèãà ÷åðåç x, à ñóììàðíûé ñäâèã çà äâà ðàçà
÷åðåç y. Òîãäà òðè óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ðû÷àãà áóäóò èìåòü âèä:

Ml1 = ml2
M(l1 + x) = 2m(l2 − x)
M(l1 + y) = 3m(l2 − y)

Âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî è òðåòüåãî ïîëó÷èì:

Mx = ml2 − 2mx
My = 2ml2 − 3my

Îòñþäà

M =
3y − 4x

2x− y
m = 600 ã.

Â âàðèàíòå ïðî ôóòáîëüíûé ìÿ÷ ôîðìóëà òà æå, îòâåò 450 ã.
2. Ïóñòü h � ãëóáèíà êîëîäöà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, τ � ïðîìåæóòîê, â òå÷åíèå

êîòîðîãî êðûøêà îòêðûòà. Äàííûå ïîäîáðàíû òàê, ÷òî h/(gτ 2) = 1
Çàìåòèì, ÷òî ñëèøêîì äîëãî ïîäíèìàòüñÿ øàðèê èç êîëîäöà íå ìîæåò. Íàèáîëüøåå âðåìÿ

ïîäúåìà
√

2h/g = τ
√
2. Ïîýòîìó øàðèê ìîæåò âûëåòåòü òîëüêî â òå÷åíèå ïåðâîãî îòêðûòèÿ

êðûøêè ñ ìîìåíòà çàïóñêà øàðèêà. Ñêîðîñòü íå äîëæíà áûòü ñëèøêîì áîëüøîé, ÷òîáû êðûøêà
óñïåëà îòêðûòüñÿ ê ìîìåíòó äîëåòà øàðèêà (τ/2), âûáåðåì îñü y íàïðàâëåííóþ ââåðõ ñ íóëåì íà
óðîâíå êðûøêè:

y(τ/2) = −h+ Vmax
τ
2
− gτ2

8
= 0.

Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ñêîðîñòü, òåì ïîçæå øàðèê âåðíåòñÿ. Ïðè Vmax = gτ

(
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óïàäåò íà êðûøêó â ìîìåíò âðåìåíè t = 4τ . Çàìåòèì, ÷òî â ýòîò ìîìåíò êðûøêà çàêðûòà. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ øàðèê ìîæåò óïàñòü íà êðûøêó â ìîìåíòû âðåìåíè
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Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
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= 1 ïîëó÷àåì îòâåò:
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Âàðèàíòû:
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3.Äîêàæåì, ÷òî PV äèàãðàììå áûë èçîáðàæåí ïðÿìîóãîëüíèê. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ïðÿìûå

ëèíèè, êðîìå âåðòèêàëüíûõ â êîîðäèíàòàõ PV îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì P = αV + β. Ïðè ýòîì

T =
1

νR
V (αV + β). Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò â êîîðäèíàòàõ V T ïðÿìóþ òîëüêî åñëè, α = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ëèíèè V = const òàêæå ïðÿìûå â V T êîîðäèíàòàõ. (Äëÿ PV è PT êîîðäèíàò
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî).

Åäèíñòâåííàÿ äèàãîíàëü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíà îñè êîîðäèíàò, ïîêàçûâàåò, ÷òî
òåìïåðàòóðà â äâóõ âåðøèíàõ îäèíàêîâà. Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíî, ÷òî â PV êîîðäèíàòàõ ïðîöåññ
èçîáðàæàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì. Çàäàíû òåìïåðàòóðû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí, è èçâåñò-
íî, ÷òî òåìïåðàòóðà äâóõ äðóãèõ âåðøèí îäèíàêîâà.



Ïóñòü ñòàäèè ïðîöåññà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè V = V1, p = p1, V = V2, p = p2. Çàïèøåì
óðàâíåíèÿ Ìåíäåëååâà-Êëàïåéðîíà äëÿ âåðøèí:

p1V1 = νR(t1 + 273), p1V2 = νR(t+ 273), p2V2 = νR(t2 + 273), p2V1 = νR(t+ 273).
Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà òðåòüå, à âòîðîå íà ÷åòâåðòîå è ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè ïîëó-

÷åííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì
t =

√
(t1 + 273)(t2 + 273)− 273.

Âàðèàíòû:
1. 33◦C
2. 69◦C
3. ≈ 87◦C
4. 50◦C

4. Çàïèñàâ ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè: t3− ct2+350t−1000 = (t− t1)(t− t1)(t− t1),
ãäå t1, t2, t3 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷èì:

t1 + t2 + t3 = c
t1t2 + t2t3 + t3t1 = 350

t1t2t3 = 1000.

Ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: t22 = t1t3. Òîãäà t32 = 1000, t2 = 10.
Äàëåå ïîäñòàâëÿÿ t2 â óðàâíåíèå, íàõîäèì c = 35. Ïîýòîìó{

t1 + t3 = 25
t1t3 = 100.

Îòñþäà t1 = 20, t3 = 5. Çíà÷èò, ñëåäóþùèé èíòåðâàë âðåìåíè ðàâåí 2, 5 ãîäà. Îòâåò: ×åðåç 2,5
ãîäà.

Âàðèàíòû:
Âàðèàíò 2. ×åðåç 27 ëåò.
Âàðèàíò 3. ×åðåç 40 ëåò.
Âàðèàíò 4. ×åðåç 1/3 ãîäà (èëè 4 ìåñÿöà).

5.Êîëåáàíèÿ øàðèêà ñîñòîÿò èç äâóõ ýòàïîâ: â âîäå è â âîçäóõå. Êîãäà øàðèê ïîïàäåò â âîäó, íà
øàðèê íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿííàÿ ñèëà Àðõèìåäà, êîòîðàÿ íå èçìåíÿåò ÷àñòîòó êîëåáàíèé
ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà, íî ñìåùàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðè âõîäå â âîäó ïðóæèíà ðàñòÿíóòà íà mg/k, à â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (ñ ó÷åòîì ñèëà

Àðõèìåäà) íà mg(1− ρ0/ρ)/k. Òàêèì îáðàçîì, ðàñòÿæåíèå ïðóæèíû ñîñòàâëÿåò
mg

k

ρ0
ρ
.

Êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì x = A cos(ωt − φ), ïðè ýòîì ñêîðîñòü V = −ωA sin(ωt −

φ), ω =

√
k

m
Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (x =

mg

k

ρ0
ρ
, V = v). Îòñþäà φ = arctg

kvρ

ωmgρ0
=

arctg

(
vρ

gρ0

√
k

m

)
.

Øàðèê íàõîäèòñÿ â òå÷åíèå îäíîãî ïåðèîäà â âîäå, ïîêà A cos(ωt−φ) >
mg

k

ρ0
ρ
, ò.å. 0 < t <

2φ

ω
.

Â âîçäóõå øàðèê ïðîâîäèò ïîëîâèíó ïåðèîäà êîëåáàíèé ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà.

Îòâåò:

√
m

k

[
π + 2arctg

(
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√
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m

)]
Âî âñåõ âàðèàíòàõ îòâåò îäèíàêîâûé.



6. Ïðîäîëæèì ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ îñíîâàíèå ñòåðæíåé äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñü êà÷åëåé. Ìåæäó
íèìè ïîñòîÿííûé óãîë α, íå çàâèñÿùèé îò óãëà îòêëîíåíèÿ êà÷åëåé. Íîðìàëü ê ñèäåíüþ ïðè
ëþáîì óãëå îòêëîíåíèÿ îáðàçóåò óãîë π/2 + α ñ îñüþ êà÷åëåé (ñì. ðèñ. ñëåâà)

Ïðè ïðåäåëüíîì óãëå îòêëîíåíèÿ óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ñèäå-
íüþ è âåðòèêàëüþ åñòü óãîë òðåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì
tgγ = µ, îòêóäà cos γ = 1/

√
1 + µ2, sin γ = µ/

√
1 + µ2.

Ðàññìîòðèì òðåõãðàííûé óãîë, îáðàçîâàííûé íîðìàëüþ ê ñè-
äåíüþ, âîñõîäÿùåé âåðòèêàëüþ, è îñüþ êà÷åëåé (ñì. ðèñ. ñïðàâà).

Â íåì èçâåñòíû âñå òðè ïëîñêèõ óãëà: ìåæäó íîðìàëüþ ê ñèäå-
íüþ è îñüþ êà÷åëåé (π/2+α), ìåæäó íîðìàëüþ è âåðòèêàëüþ (γ) è
ìåæäó îñü è âåðòèêàëüþ (π/2). Òðåáóåòñÿ íàéòè äâóãðàííûé óãîë
β ìåæäó âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ è ïëîñêîñòüþ êà÷åëåé (íîðìàëè
ê ñèäåíüþ è îñè). Ïðîòèâ íåãî ëåæèò óãîë γ. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ
äëÿ òðåõãðàííûõ óãëîâ

cos γ = cosα′ cos π/2 + sinα′ sin π/2 cos β.

Îòñþäà cos β = cos γ/ sinα′ = cos γ/ cosα,

β = arccos

(
1√

1 + µ2 cosα

)
= arccos

( √
d2 + a2√
1 + µ2d

)
.

Îòìåòèì, ÷òî îòâåò îïðåäåëåí, åñëè cos γ ≤ cosα, ò.å. α ≤ γ, à ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, â ñèëó
òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ â íèæíåì ïîëîæåíèè êà÷åëåé êóêëà óäåðæèâàëàñü íà ñèäåíüå ñèëàìè ñóõîãî
òðåíèÿ.


