
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2018/2019 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

1.1. Èç öèôð 1, 3 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå
öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 1998 (âñå âîçìîæíûå ÷èñëà: 135, 153, 315, 351, 513, 531).

1.2. Èç öèôð 1, 2 è 5 ñîñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå
öèôðû ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò. 1776 (âñå âîçìîæíûå ÷èñëà: 125, 152, 215, 251, 512, 521).

2.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îäèí êàòåò êîòîðîãî íà 1/3 áîëüøå
äðóãîãî è íà 1/3 ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Îòâåò.
2
3
≈ 0.67.

2.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îäèí êàòåò êîòîðîãî íà 2/3 áîëüøå
äðóãîãî è íà 2/3 ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Îòâåò.
8
3
≈ 2.67.

3.1. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 577a, 2020b

7
, c

7
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè.
Îòâåò. 4039.
Ðåøåíèå. Ïóñòü b = aq, c = aq2. Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è óñëîâèÿ çàäà÷è

ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ 2 · 2020aq
7

= 577a+ aq2

7
⇔ q2−4040q+4039 = 0, îòêóäà q = 1 èëè q = 4039.

Óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè q = 4039 (åñëè, íàïðèìåð,
a = −1).

3.2. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 451a, 2030b

9
, c

9
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè.
Îòâåò. 4059.

3.3. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 311a, 1711b

11
è c

11
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 3421.

3.4. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 641a, 2244b

7
è c

7
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 4487.

3.5. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 671a, 3020b

9
è c

9
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 6039.

3.6. Óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, b, c � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 279a, 1535b

11
è c

11
� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè.
Îòâåò. 3069.

4.1. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
2π(x2 + y2) 6 15,
x4 − y4 6 xy − x3y3.

Îòâåò. 3.75.
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Ðåøåíèå. Ïåðâîå ìíîæåñòâî åñòü âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà
√

15
2π
.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

x3(x+ y3) 6 y(x+ y3) ⇔ (x3 − y)(x+ y3) 6 0.

Èçîáðàçèâ íà ïëîñêîñòè êðèâûå y = x3 è x = −y3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòå-
ìå óäîâëåòâîðÿåò çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòìå÷åííûå
öèôðîé 1 îáëàñòè îäèíàêîâû, à òàêæå îäèíàêîâû îáëàñòè, îòìå÷åííûå öèôðîé 2, ïîëó÷àåì,

÷òî èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà ïëîùàäè ïîëóêðóãà ðàäèóñà
√

15
2π
, òî åñòü ðàâíà 1

2
π
(√

15
2π

)2
= 15

4
.

4.2. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
π(x2 + y2) 6 17,
x4 − y4 6 x3y3 − xy.

Îòâåò. 8.5.

4.3. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
π(x2 + y2) 6 23,
x4 − y4 > xy − x3y3.

Îòâåò. 11.5.

4.4. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèñòåìîé{
2π(x2 + y2) 6 29,
x4 − y4 > x3y3 − xy.

Îòâåò. 7.25.

5.1. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 5, AC = 8 è sin∠BAC =
4
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò. 10
√

137
3
≈ 67.58.

Ðåøåíèå. Ìàêñèìóì îáú¼ìà ðåàëèçóåòñÿ ïðè óãëå α = 60◦, òîãäà âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà
R tgα = R

√
3, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè. Ïðè çàäàííûõ

óñëîâèÿõ âîçìîæíû äâà òðåóãîëüíèêà � îñòðîóãîëüíûé è òóïîóãîëüíûé, ïëîùàäè êîòîðûõ
ñîâïàäàþò (îíè ðàâíû 5·8

2
· 4
5
= 16), íî ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè áóäåò áîëüøå ó òóïî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà

BC2 = 52 + 82 − 2 · 5 · 8 ·
(
−3

5

)
= 25 + 64 + 48 = 137, è R =

√
137

2 · 4
5

=
5
√
137

8
.

Èòîãîâûé îáú¼ì ðàâåí V = 1
3
· 16 · 5

√
137
8

√
3 = 10

√
137
3
≈ 67.58.

5.2. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 5, AC = 8 è sin∠BAC =
3
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò. 10
√
51 ≈ 71.41.

5.3. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 3, AC = 5 è sin∠BAC =
4
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò.
5
√
39
2
≈ 15.61.



5.4. Êàêîâ íàèáîëüøèé îáú¼ì ïèðàìèäû SABC, ó êîòîðîé AB = 3, AC = 5 è sin∠BAC =
3
5
, à âñå áîêîâûå ð¼áðà SA, SB, SC îáðàçóþò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ îäèíàêîâûå óãëû, íå
ïðåâûøàþùèå 60◦?

Îòâåò.
5
√
174
4
≈ 16.49.

6.1. Íà 19 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 15, 16, 17, . . . , 33 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 4596.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó êàæäîãî èç ó÷àñòíèêîâ áóäóò ëèáî òàáëè÷êè òîëüêî
ñ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè, ëèáî òîëüêî ñ íå÷¼òíûìè. Âûáèðàåì ó÷àñòíèêà (3 ñïîñîáà), îòäà¼ì åìó âñå
9 òàáëè÷åê ñ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè. Îñòàâøèåñÿ 10 òàáëè÷åê ñ íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè ðàñïðåäåëÿåì
ìåæäó äâóìÿ îñòàëüíûìè � ýòî ìîæíî ñäåëàòü 210 ñïîñîáàìè. Íî ïðè ýòîì áóäåò 2 ñïîñîáà,
êîãäà êòî-òî èç ýòèõ äâóõ ðåáÿò îñòàíåòñÿ áåç òàáëè÷åê. Çíà÷èò, ïîëó÷àåòñÿ 3·(210−2) ñïîñîáîâ.

Àíàëîãè÷íî îòäà¼ì âñå òàáëè÷êè ñ íå÷¼òíûìè ÷èñëàìè îäíîìó ó÷àñòíèêó, à 9 îñòàëüíûõ
ðàñïðåäåëÿåì ìåæäó äâóìÿ îñòàëüíûìè. Çäåñü ïîëó÷àåòñÿ 3 · (29 − 2) ñïîñîáîâ.

Âñåãî ñïîñîáîâ: 3 · (210 + 29 − 4) = 3 · 4 · (28 + 27 − 1) = 4596.

6.2. Íà 17 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 10, 11, 12, . . . , 26 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 2292.

6.3. Íà 23 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 13, 14, 15, . . . , 35 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 18420.

6.4. Íà 21 êàðòî÷êå íàïèñàíû ÷èñëà 11, 12, 13, . . . , 31 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó íà
êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü ìåæ-
äó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè ó êîãî
íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ
òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 9204.

6.5. Íà 19 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 14, 15, 16, . . . , 32 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 4596.

6.6. Íà 23 êàðòî÷êàõ íàïèñàíû ÷èñëà 12, 13, 14, . . . , 34 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîìó ÷èñëó
íà êàðòî÷êå). Ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóæêà Âàñÿ, Ïåòÿ è Ìèøà ñîáðàëèñü ðàçäåëèòü
ìåæäó ñîáîé âñå ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû îäíà êàðòî÷êà è íè
ó êîãî íå íàøëîñü ïàðû êàðòî÷åê, ðàçíîñòü ÷èñåë íà êîòîðûõ íå÷¼òíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñïîñîáîâ òàêîãî äåëåæà?

Îòâåò. 18420.



7.1. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
324, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 42.

Ðåøåíèå. Ñèñòåìà y = px− x2, xy = q ñâîäèòñÿ ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ x3 − px2 + q = 0,
èìåþùåìó, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1, x2, x3, òàê êàê ó ëþáûõ äâóõ ðàçíûõ
òî÷åê êðèâîé y = px− x2 àáñöèññû ðàçëè÷íû. Ïî òåîðåìå Âèåòà,

x1 + x2 + x3 = p, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0, x1x2x3 = −q.

Îáîçíà÷èì A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3). Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x1, x2 èëè
x3 ðàâíî 0, òî q = 0, è ó êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëèøü äâà êîðíÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ çàäà÷è. Òîãäà, â ñèëó ñèñòåìû,

y1 =
q

x1
, y2 =

q

x2
, y3 =

q

x3
,

îòêóäà

y1 + y2 + y3 = q
x1x2 + x1x3 + x2x3

x1x2x3
= 0; y1y2 + y2y3 + y1y3 = q2

x1 + x2 + x3
x1x2x3

= −pq.

Òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC èìååò êîîðäèíàòû(
1

3
(x1 + x2 + x3),

1

3
(y1 + y2 + y3)

)
.

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Âèåòà èìååì M
(p
3
, 0
)
. Òåïåðü âû÷èñëèì ñóììó êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí

òðåóãîëüíèêà ABC. Îíà ðàâíà

(x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + (x3 − x1)2 + (y1 − y2)2 + (y2 − y3)2 + (y3 − y1)2 =

= 2(x1 + x2 + x3)
2 − 6(x1x2 + x2x3 + x1x3) + 2(y1 + y2 + y3)

2 − 6(y1y2 + y2y3 + y1y3) = 2p2 + 6pq.

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è,
∣∣∣p
3

∣∣∣ = 2, 2p2 + 6pq = 324, îòêóäà íàõîäèì äâå ïàðû: (p; q) = (6; 7)

èëè (p; q) = (−6;−7). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ pq = 42.

7.2. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
378, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 36.

7.3. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
432, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 24.

7.4. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷¼ì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
252, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 30.



7.5. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = px − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = q â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷åì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
270, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 3 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 18.

7.6. ×èñëà p è q ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ïàðàáîëà y = qx − x2 ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó xy = p â
òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ A,B è C, ïðè÷åì ñóììà êâàäðàòîâ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà
360, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàéäèòå
ïðîèçâåäåíèå pq.

Îòâåò. 12.

8.1. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
2 sinx = tg y,
2 cos y = ctg z,
sin z = tg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cosx− sin z.
Îòâåò. −5

√
3

6
≈ −1.44.

Ðåøåíèå. Âîçâîäÿ â êâàäðàò ïåðâîå óðàâíåíèå è äîáàâëÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì 1, ñ ó÷åòîì
âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì

4 sin2 x+ 1 = tg2 y + 1 =
1

cos2 y
= 4 tg2 z.

Ïðîäåëûâàÿ òó æå ïðîöåäóðó ñ òðåòüèì óðàâíåíèåì, íàõîäèì

sin2 z + 1 = tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
⇒ 4 cos2 x =

4

sin2 z + 1
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

5 = 4 tg2 z +
4

sin2 z + 1
=

4 sin2 z

1− sin2 z
+

4

sin2 z + 1
=

4 + 4 sin4 z

1− sin4 z
⇒ 9 sin4 z = 1, sin2 z =

1

3
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, âû÷èñëÿåì cos2 x =
3

4
, tg2 y = 1. Ñòàëî

áûòü, â ðåøåíèÿ (x, y, z) äàííîé â óñëîâèè ñèñòåìû ìîãóò âõîäèòü òîëüêî ÷èñëà

x = ±π
6
+ πk, y = ±π

4
+ πl, z = ± arcsin

1√
3
+ πm, k, l,m ∈ Z,

è, ïîýòîìó âîçìîæíû òîëüêî ñëó÷àè

cosx = ±
√
3

2
, sin z = ± 1√

3
.

Òåïåðü ïðîàíàëèçèðóåì ñèñòåìó ïî çíàêàì ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé:

• åñëè x ëåæèò â I ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò â I ÷åòâåðòè, z ëåæèò â I ÷åòâåðòè, ëèáî y
ëåæèò â III ÷åòâåðòè, z ëåæèò âî II ÷åòâåðòè;

• åñëè x ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò â I ÷åòâåðòè, z ëåæèò â III ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â III ÷åòâåðòè, z ëåæèò â IV ÷åòâåðòè;

• åñëè x ëåæèò â III ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, z ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, z ëåæèò â I ÷åòâåðòè;



• åñëè x ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, òî ëèáî y ëåæèò âî II ÷åòâåðòè, z ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, ëèáî
y ëåæèò â IV ÷åòâåðòè, z ëåæèò â III ÷åòâåðòè.

Âçÿâ òðîéêó x =
7π

6
, y = −π

4
, z = arcsin

1√
3
(ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà óäîâëå-

òâîðÿåò ñèñòåìå èç óñëîâèÿ çàäà÷è), ó êîòîðîé x â III ÷åòâåðòè, à z â I ÷åòâåðòè, ïîëó÷àåì
ìèíèìàëüíîå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé cosx− sin z, ðàâíîå −

√
3/2− 1/

√
3 = −5/2

√
3.

8.2. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
√
3 sinx = tg y,

2 sin y = ctg z,
sin z = 2 tg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cosx− cos z.
Îòâåò. −7

√
2

6
≈ −1.65.

8.3. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
2 cosx = ctg y,
2 sin y = tg z,
cos z = ctg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sinx+ cos z.
Îòâåò. −5

√
3

6
≈ −1.44.

8.4. Äëÿ âñåõ òðîåê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå
√
3 cosx = ctg y,

2 cos y = tg z,
cos z = 2 ctg x,

íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sinx+ sin z.
Îòâåò. −7

√
2

6
≈ −1.65.

9.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20182019; 20192018], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
1+
√
5

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 4999.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =

(
1 +
√
5

2

)n
, yn =

(
1−
√
5

2

)n
, an = xn + yn.

Ïîñêîëüêó −1 < 1−
√
5

2
< 0, èìååì yn ∈ (0; 1) ïðè ÷¼òíûõ n, yn ∈ (−1; 0) ïðè íå÷¼òíûõ n. Òîãäà

[xn] =
[(

1+
√
5

2

)n]
ïðè ÷¼òíûõ n ðàâíî an − 1, a ïðè íå÷¼òíûõ � ïðîñòî an. Êðîìå òîãî, èìååì

an+2 = an+1 + an ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Òàê êàê a1 = 1, a2 = 3, òî a3 = 4 è ïîëó÷àåì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷¼òíîñòè äëÿ an (n = 1, 2, . . .): íå÷, íå÷, ÷¼ò, íå÷, íå÷, ÷¼ò, . . .

Òîãäà [xn] ñâÿçàíî ñ an òàê:

n 6k 6k + 1 6k + 2 6k + 3 6k + 4 6k + 5
an ÷åò íå÷åò íå÷åò ÷åò íå÷åò íå÷åò
[xn] an − 1 an an − 1 an an − 1 an
[xn] íå÷åò íå÷åò ÷åò ÷åò ÷åò íå÷åò

Òàê êàê xn = an−yn, òî äëÿ íîìåðîâ n âèäà 6k, 6k+1, 6k+5 ÷èñëî [xn] íå÷¼òíî, à äëÿ íîìåðîâ
n âèäà 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 ÷¼òíî. Ïîñêîëüêó 20182019 = 6k1 + 5, 20192018 = 6k2 + 2, ñðåäè
÷èñåë n = 20182019, . . . , 20192018 èñêîìûõ 3 · 20192018−20182022

6
+ 1 = 4999.



9.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20182018; 20192019], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
13

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

x.)
Îòâåò. 5001.

9.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20042018; 20192005], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
17

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 74994.

9.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20042005; 20182019], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
1+
√
5

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 70007.

9.5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20052004; 20192018], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
13

2

)n]
÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)

Îòâåò. 70007.

9.6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ [20052019; 20182004], äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî[(
3+
√
17

2

)n]
íå÷¼òíî? (Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíî íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

x.)
Îòâåò. 64993.

10.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log2(120− 2x
√
32− 2x)2 +

∣∣∣∣log2 120− 2x
√
32− 2x

(x2 − 2x+ 8)3

∣∣∣∣
5 log7(71− 2x

√
32− 2x)− 2 log2(120− 2x

√
32− 2x)

> 0.

Îòâåò: −13−
√
57 ≈ −20.55.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì f(x) = − log2(x+ 120). Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 71− 2x
√
32− 2x > 0,

èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2f(−2x
√
32− 2x) + |3f(x2 − 2x− 112)− f(−2x

√
32− 2x)|

(2 log2 7) · f(−2x
√
32− 2x)− 5f(−2x

√
32− 2x− 49)

> 0.

Äëÿ ôóíêöèè h(x) = −2x
√
32− 2x èìååì

h′(x) = −2
√
32− 2x+

2x√
32− 2x

=
6x− 64√
32− 2x

,

òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè h(x) áóäåò x∗ =
32

3
, h(x∗) = −

64

3

√
32

3
≈ −69.67. Äëÿ

ôóíêöèè g(x) = x2 − 2x − 112, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî g(x) > −113. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ
äîïóñòèìûõ x âûðàæåíèÿ

−2x
√
32− 2x, x2 − 2x− 112, −2x

√
32− 2x− 49

ëåæàò â ìíîæåñòâå (−119;+∞), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò è îòðèöàòåëüíà. Òîãäà

(2 log2 7) · f(−2x
√
32− 2x)− 5f(−2x

√
32− 2x− 49) < (2 log2 7− 5) · f(−2x

√
32− 2x− 49) < 0

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x, ïîýòîìó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

|3f(x2 − 2x− 112)− f(−2x
√
32− 2x)| 6 −2f(−2x

√
32− 2x),



êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{
3f(x2 − 2x− 112) 6 −f(−2x

√
32− 2x),

f(x2 − 2x− 112) > f(−2x
√
32− 2x).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû èç-çà îòðèöàòåëüíîñòè f(x) âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
x, âòîðîå èç-çà åå óáûâàíèÿ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x2−2x−112 6 −2x

√
32− 2x. Åãî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå (x+
√
32− 2x)2 6 144, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{ √

32− 2x 6 12− x,
√
32− 2x > −12− x,

ðåøåíèÿìè êîòîðîé áóäóò x ∈ [−13−
√
57; 8].

10.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log2(105 + 2x
√
x+ 19)3 +

∣∣∣∣log2 105 + 2x
√
x+ 19

(x2 + x+ 3)4

∣∣∣∣
9 log5(76 + 2x

√
x+ 19)− 4 log2(105 + 2x

√
x+ 19)

> 0.

Îòâåò:
−21 +

√
33

2
≈ −7.63.

10.3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log3(100 + 2x
√
2x+ 25)3 +

∣∣∣∣log3 100 + 2x
√
2x+ 25

(x2 + 2x+ 4)4

∣∣∣∣
3 log6(50 + 2x

√
2x+ 25)− 2 log3(100 + 2x

√
2x+ 25)

> 0.

Îòâåò. 12 + 4
√
3 ≈ 18.93.

10.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

− log3(80− 2x
√
30− 2x)2 +

∣∣∣∣log3 80− 2x
√
30− 2x

(x2 − 2x+ 29)3

∣∣∣∣
7 log7(65− 2x

√
30− 2x)− 4 log3(80− 2x

√
30− 2x)

> 0.

Îòâåò. 8−
√
13 ≈ 4.39.


