
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå, 2017/2018 ó÷åáíûé ãîä
Çàäàíèÿ îòáîðî÷íîãî ýòàïà äëÿ 10�11 êëàññîâ c îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè (2-é òóð)

Çàäàíèÿ äëÿ ðàçìèíêè

1. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 870 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 12.
Îòâåò. 412855.

2. Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè êâàäðàòà çàíèìàåò âïèñàííûé â íåãî êðóã? Îòâåò äàéòå â ïðîöåí-
òàõ, îêðóãëèâ åãî äî öåëûõ.

Îòâåò. 79.

Îñíîâíîå çàäàíèå

1.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå 12-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 100023457896.

Ðåøåíèå. ×èñëî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 4 è íà 9. Òàê êàê ñóììà 10-òè ðàçíûõ öèôð ðàâíà 45,
òî äâå îñòàâøèåñÿ öèôðû â ñóììå äîëæíû äàòü 0, 9 èëè 18. Íàì òðåáóåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî,
ïîýòîìó ê öèôðàì 0, 1, . . . , 9 äîáàâèì äâå öèôðû 0 è â íà÷àëå èñêîìîãî ÷èñëà ïîñòàâèì öèôðû
10002345 (ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ¾íà÷àëî¿ ÷èñëà). Îñòàâøèåñÿ öèôðû 6, 7, 8, 9 äîëæíû
îáåñïå÷èòü äåëèìîñòü íà 4. Ïîýòîìó â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçðÿäàõ ìîãóò ñòîÿòü èëè 76, èëè 96,
èëè 68. Ìèíèìàëüíûé âàðèàíò: 7896.

1.2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå 12-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 999876543120.

1.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå 13-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 1000023457896.

1.4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå 13-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 36 è ñîäåðæàùåå â
ñâîåé çàïèñè êàæäóþ èç 10 öèôð íå ìåíåå îäíîãî ðàçà.

Îòâåò. 9999876543120.

2.1. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 15

17
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 3
√
34.

Îòâåò. 68.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì äàííûé â óñëîâèè çàäà÷è ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ÷åðåç α.
Ýòîò óãîë âñåãäà òóïîé, ïîýòîìó cosα = − 8

17
.

Ïðîåêöèÿ áîêîâîé ãðàíè íà äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå åñòü òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà
ïîëîâèíå ïëîùàäè ýòîãî ñå÷åíèÿ. Òàê êàê äâóãðàííûé óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è äèàãîíàëü-

íûì ñå÷åíèåì ðàâåí α
2
, òî Sãðàíè · cos α2 = 1

2
Sñå÷. Ïîýòîìó Sáîê = 4 · Sñå÷

2 cos α
2

=
2
√
2Sñå÷√

1 + cosα
= 68.

2.2. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
2

9
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 8.
Îòâåò. 48.

2.3. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
5

9
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 7.
Îòâåò. 21.



2.4. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 24

25
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 12.
Îòâåò. 40.

2.5. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 12

13
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 7
√
13.

Îòâåò. 91.

2.6. Ñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå ïðàâèëüíîé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 4

√
21

25
. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ïëîùàäü å¼ äèàãîíàëüíîãî

ñå÷åíèÿ ðàâíà 11.
Îòâåò. 55.

3.1. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì a íåðàâåíñòâî
3
√
tg x− 3

√
ctg x

3
√
sinx+ 3

√
cosx

>
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2
âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïó-

ñòèìûõ x ∈ (3π
2
; 2π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,49 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 4 6
√
2).

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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åñëè cosx 6= − sinx. Ïðè x ∈ (3π
2
; 2π) îáà ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïî íåðàâåíñòâó

ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîëó÷àåì
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ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè x = 7π
4
, à ýòà òî÷êà äëÿ äàííîãî â óñëîâèè âûðàæåíèÿ

íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé. Èñõîäíîå âûðàæåíèå ïðè x, áëèçêèõ ê 7π
4
, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå

ê 2 6
√
2. Çíà÷èò, èñêîìûì çíà÷åíèåì a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 4 6

√
2 ≈ 4,49.

3.2. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì îòðèöàòåëüíîì a íåðàâåíñòâî
3
√
cosx− 3

√
sinx

3
√
ctg x− 3

√
tg x

> a âûïîëíåíî

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ (−3π;−5π
2
)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,45 (òî÷íîå çíà÷åíèå: − 1

2 6√2).

3.3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì a íåðàâåíñòâî
3
√

ctg2 x− 3
√

tg2 x
3
√
sin2 x− 3

√
cos2 x

< a âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïó-

ñòèìûõ x ∈ (−3π
2
;−π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −2,52 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −2 3
√
2).

3.4. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ïîëîæèòåëüíîì a íåðàâåíñòâî

3
√
sin2 x− 3

√
cos2 x

3
√

tg2 x− 3
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ctg2 x
<
a

2
âûïîëíå-

íî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x ∈ (3π
2
; 2π)? Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,79 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 1
3√2).

4.1. Â êîìïüþòåðíûé ìàãàçèí çàâåçëè ïàðòèþ ïëàíøåòîâ ÷åòûð¼õ ðàçíûõ áðåíäîâ. Ñðåäè
íèõ ïëàíøåòû Lenovo, Samsung è Huawei ñîñòàâëÿëè ìåíåå òðåòè, ïðè÷¼ì ïëàíøåòîâ Samsung
áûëî íà 6 øòóê áîëüøå, ÷åì Lenovo. Âñå îñòàëüíûå ïëàíøåòû � áðåíäà Apple iPad, ïðè÷¼ì èõ â
òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì Huawei. Åñëè áû ïëàíøåòîâ Lenovo áûëî â òðè ðàçà áîëüøå, à Samsung è
Huawei � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñåé÷àñ (ïðè òîì æå îáùåì ÷èñëå âñåõ ïëàíøåòîâ), òî ïëàíøåòîâ
Apple iPad áûëî áû 59 øòóê. Ñêîëüêî âñåãî ïëàíøåòîâ çàâåçëè â ìàãàçèí?

Îòâåò. 94.



Ðåøåíèå. Ïóñòü n � èñêîìîå îáùåå ÷èñëî ïëàíøåòîâ, èç íèõ x � áðåíäà Lenovo, y � áðåíäà
Huawei. Òîãäà ïëàíøåòîâ Samsung x + 6, à ïëàíøåòîâ Apple iPad n − 2x − y − 6 = 3y øòóê.
Èç óñëîâèÿ çàäà÷è èìååì òàêæå ðàâåíñòâî 4x+ y + 6 = n− 59. Èç äâóõ ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì
x = 3n−254

14
, y = n+53

7
. Ïîñêîëüêó x > 1, ïîëó÷àåì 3n− 254 > 14, îòêóäà n > 268

3
= 891

3
. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò òàêæå íåðàâåíñòâî 2x+y+6 < n
3
, îòêóäà 3n−254

7
+n+53

7
+6 < n

3
,

èëè n < 477
5

= 952
5
. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó n+53 äåëèòñÿ íà 7, ÷èñëî n äà¼ò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè

íà 7. Ñðåäè öåëûõ ÷èñåë îò 90 äî 95 òàêîå òîëüêî îäíî, à èìåííî n = 94.

4.2. Çà îò÷¼òíûé ïåðèîä â ãîðîäå ñòðîèëè òîëüêî êèðïè÷íûå, ìîíîëèòíûå è ïàíåëüíûå
æèëûå äîìà. Åñëè áû êèðïè÷íûõ äîìîâ ïîñòðîèëè â 4 ðàçà áîëüøå, ïàíåëüíûõ � â 4 ðàçà
ìåíüøå, à ìîíîëèòíûõ íå ñòðîèëè âîâñå, òî âñåãî áûëî áû ïîñòðîåíî íà 57 äîìîâ ìåíüøå. Åñëè
áû ìîíîëèòíûõ äîìîâ ïîñòðîèëè â 4 ðàçà áîëüøå, ïàíåëüíûõ � â 4 ðàçà ìåíüøå, à êèðïè÷íûõ
íå ñòðîèëè âîâñå, òî îáùåå ÷èñëî ïîñòðîåííûõ äîìîâ áûëî áû íà 41 ìåíüøå. Íàêîíåö, åñëè
áû ïàíåëüíûõ äîìîâ ïîñòðîèëè íà ÷åòâåðòü ìåíüøå, òî äàæå òð¼õêðàòíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà
êèðïè÷íûõ è ìîíîëèòíûõ äîìîâ íå ïîçâîëèëî áû äîñòè÷ü òàêîãî æå ðåçóëüòàòà ïî ñóììàðíîìó
êîëè÷åñòâó. Ñêîëüêî âñåãî äîìîâ ïîñòðîèëè â ãîðîäå çà îò÷¼òíûé ïåðèîä?

Îòâåò. 84.

4.3. Â àâòîñàëîí ïîñòóïèëè àâòîìîáèëè ìàðîê Audi, BMW, Volvo è Hyundai, ïðè÷¼ì ñóì-
ìàðíîå ÷èñëî ìàøèí ïåðâûõ òð¼õ ìàðîê ìåíüøå òðåòè ÷èñëà ïîñëåäíåé. Åñëè áû àâòîìîáèëåé
Audi ïîñòóïèëî â 7 ðàç áîëüøå, òî èõ âìåñòå ñ àâòîìîáèëÿìè Volvo áûëî áû íà 58 øòóê ìåíüøå,
÷åì àâòîìîáèëåé Hyundai. Åñëè áû àâòîìîáèëåé Volvo ïîñòóïèëî â 5 ðàç áîëüøå, òî â ñóììå ñ
àâòîìîáèëÿìè Audi è BMW èõ áûëî áû íà 11 áîëüøå, ÷åì Hyundai. Íàêîíåö, åñëè áû àâòîìî-
áèëåé BMW ïîñòóïèëî â 2 ðàçà áîëüøå, òî àâòîìîáèëåé Hyundai áûëî áû íà 52 øòóêè áîëüøå,
÷åì îñòàâøèõñÿ òð¼õ ìàðîê. Ñêîëüêî àâòîìîáèëåé Hyundai ïîñòóïèëî â àâòîñàëîí?

Îòâåò. 90.

4.4. Çà ïåðâîå ïîëóãîäèå â ìàòåìàòè÷åñêîì êëàññå ïðîøëî â òðè ðàçà áîëüøå óðîêîâ ìà-
òåìàòèêè, ÷åì â ãóìàíèòàðíîì, à óðîêîâ õèìèè è áèîëîãèè � ñòîëüêî æå. Ïðè ýòîì â ñóììå
óðîêîâ ïî ýòèì òð¼ì ïðåäìåòàì â ãóìàíèòàðíîì êëàññå áûëî ìåíüøå ïîëîâèíû ñóììàðíîãî
÷èñëà òàêèõ æå óðîêîâ â ìàòåìàòè÷åñêîì. Â õèìè÷åñêîì êëàññå ñòîëüêî æå óðîêîâ ìàòåìàòèêè
è áèîëîãèè, ñêîëüêî â ãóìàíèòàðíîì, íî â äâà ðàçà áîëüøå óðîêîâ õèìèè, è ñóììàðíî ïî ýòèì
òð¼ì ïðåäìåòàì íà 23 óðîêà ìåíüøå, ÷åì â ìàòåìàòè÷åñêîì. Â áèîëîãè÷åñêîì êëàññå ñòîëüêî æå
óðîêîâ ìàòåìàòèêè è õèìèè, ñêîëüêî â ãóìàíèòàðíîì, íî â äâà ðàçà áîëüøå óðîêîâ áèîëîãèè, è
ñóììàðíî ïî ýòèì òð¼ì ïðåäìåòàì íà 32 óðîêà ìåíüøå, ÷åì â ìàòåìàòè÷åñêîì. Ñêîëüêî óðîêîâ
ìàòåìàòèêè, õèìèè è áèîëîãèè ñîñòîÿëîñü â ïåðâîì ïîëóãîäèè â ìàòåìàòè÷åñêîì êëàññå, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî åñòü òî÷íûé êâàäðàò?

Îòâåò. 64.

5.1. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20172017)))).
Îòâåò. 1.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 20172017 < 100002017, çàïèñü ÷èñëà 20172017 ñîäåðæèò íå áîëåå 4 · 2017 =
8068 öèôð, à èõ ñóììà S(20172017) íå ïðåâîñõîäèò 9 · 8068 = 72612. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì S(S(20172017)) 6 6+9·4 = 42, S(S(S(20172017))) 6 3+9 = 12, S(S(S(S(20172017)))) 6 9.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà äà¼ò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, ÷òî è ñàìî ÷èñëî.
Ïîñêîëüêó 2016 äåëèòñÿ íà 9, ÷èñëî 20172017 = (2016 + 1)2017 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 9.
Ñëåäîâàòåëüíî, S(S(S(S(20172017)))) = 1.

5.2. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20172018)))).
Îòâåò. 1.

5.3. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20182017)))).
Îòâåò. 2.

5.4. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n. Íàéäèòå S(S(S(S(20182018)))).
Îòâåò. 4.



6.1. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [1; 3]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
3+
√
7

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,18 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 3−
√
7

2
).

Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [1; 3] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)| 6
1
2
. Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x+ 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî |t2 + (p+ 4)t+ (2p+ q + 4)| 6 1

2
,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ [−1; 1]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè g(t) = |t2 − (at + b)|, G(a, b) =
max
t∈[−1;1]

|g(t)| è òî÷êè A = (−1, 3
2
), B = (−1, 1

2
), C = (0, 1

2
), D = (0,−1

2
), E = (1, 3

2
), F = (1, 1

2
) íà

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oty (ñì. ðèñ.).

1

1/2

3/2

-1/2

0-1 1 t

y

2

A

B

C

D

E

F

y=t

y=1/2

Åñëè ïðÿìàÿ y = at + b íå ïåðåñåêàåò õîòÿ
áû îäèí èç îòðåçêîâ AB, CD, EF , òî G(a, b) >
max(g(−1), g(0), g(1)) > 1

2
. Åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ,

êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè îòðåçêà � ýòî ïðÿ-
ìàÿ y = 1

2
. Çíà÷èò äëÿ ëþáûõ a è b èìååì

G(a, b) > 1
2
, ïðè÷¼ì G(a, b) = 1

2
òîëüêî ïðè a = 0,

b = 1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå p + 4 = 0,

2p + q + 4 = 1
2
, îòêóäà p = −4, q = 7

2
. Çíà÷èò,

f(x) = x2 − 4x+ 7
2
= (x− 2)2 − 1

2
, ïîýòîìó íàõîäèì

f
(

3+
√
7

2

)
= 3−

√
7

2
, f
(
f
(

3+
√
7

2

))
= f

(
3−
√
7

2

)
= 3+

√
7

2
,

. . ., f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
3+
√
7

2

))
. . .
)
= 3−

√
7

2
≈ 0,18.

6.2. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [2; 4]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
5−
√
11

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 4,16 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5+
√
11

2
).

6.3. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [3; 5]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
7+
√
15

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,56 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 7−
√
15

2
).

6.4. Ïóñòü f(x) = x2 + px + q. Èçâåñòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > 1
2
íå èìååò ðåøåíèé íà

îòðåçêå [4; 6]. Íàéäèòå f
(
f
(
. . . f︸ ︷︷ ︸

2017

(
9−
√
19

2

))
. . .
)
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 6,68 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 9+
√
19

2
).

7.1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî
îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè AM è OQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå S, ïðè ýòîì 2 OS

MS
= 3
√
3 QS
AS
. Íàéäèòå ñóììó ñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ ABC è ACB, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = π
3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 1,13 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 9/8).

Ðåøåíèå. Òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðîâåäåì
áèññåêòðèñó óãëà BAC, òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíî-
ñòüþ îáîçíà÷èì áóêâîé L, ñîåäèíèì òî÷êè C è Q.

Ïîñêîëüêó ∠BAL = ∠CAL = π/6, äóãè BL è CL ðàâíû è èìåþò ìåðû π/3. Çíà÷èò, BL =
CL, òðåóãîëüíèê BLC � ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó åãî ìåäèàíà LM áóäåò è åãî âûñîòîé, òî
åñòü ïðÿìàÿ LM ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ñòîðîíå BC. Ñòàëî áûòü, òî÷êà O
òîæå ëåæèò íà ïðÿìîé LM , ïðè÷åì, â ñèëó òîãî, ÷òî äóãà BLC ìåíüøå π, òî÷êè O è L ëåæàò
â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC.



A

B C

O

M

Q
S

L

Äâàæäû ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ (â òðåóãîëüíèêå
AML ñ ñåêóùåé QS è â òðåóãîëüíèêå LOQ ñ ñåêóùåé
MS), èìååì

MS

AS
· AQ
QL
· LO
OM

= 1;
QS

OS
· OM
LM

· AL
AQ

= 1.

Ïåðåìíîæèâ ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

MS

AS
· QS
OS
· AL
QL
· LO
LM

= 1. (?)

Èç äàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
MS

AS
· QS
OS

=
2

3
√
3
. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëü-

íèê LOC ðàâíîáåäðåííûé (â ñèëó òîãî, ÷òî îòðåçêè OL
è OC ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà ABC). Îäíàêî, ∠LOC = π/3, ïîýòîìó îí ðàâíîñòîðîííèé; CM � åãî âûñîòà,
ïîýòîìó CM è åãî ìåäèàíà, ñòàëî áûòü, LO : LM = 2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâî (?) ïðèíèìàåò

âèä 4
3
√
3
· AL
QL

= 1, îòêóäà AL
QL

= 3
√
3

4
.

Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó óãëà ACB çà 2γ, òîãäà ∠ABC = 2π/3 − 2γ. Ïî ñâîéñòâàì âïèñàí-
íûõ óãëîâ ∠ALC = ∠ABC = 2π/3 − 2γ, ∠BCL = ∠BAL = π/6 è, êðîìå òîãî, ∠ACL =
∠ACB + ∠BCL = π/6 + 2γ. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì

∠QCL = ∠QCB + ∠BCL =
π

6
+ γ,

∠LQC = π − ∠QCL− ∠ALC =
π

6
+ γ.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê LQC � ðàâíîáåäðåííûé, QL = CL. Òîãäà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé ñèíóñîâ
äëÿ òðåóãîëüíèêà ALC, èìååì

AL

QL
=
AL

CL
=

sin∠ACL
sin∠CAL

=
sin(2γ + π/6)

1/2
= 2 sin

(
2γ +

π

6

)
,

îòêóäà íàõîäèì sin(2γ + π/6) = 1
2
· AL
QL

= 3
√
3

8
. Ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠ABC + sin∠ACB = sin 2γ + sin

(
2π

3
− 2γ

)
= 2 sin

π

3
cos
(π
3
− 2γ

)
=
√
3 sin

(
2γ +

π

6

)
=

9

8
.

7.2. Â òðåóãîëüíèêå KLM ïðîâåäåíà ìåäèàíà KP , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî
îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè KP è OQ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå S, ïðè ýòîì OS

PS
=
√
6 QS
KS

. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ KLM è KML,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠LKM = π

3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,38 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −3/8).
7.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî

îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè AM è OQ ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå R, ïðè ýòîì OR

MR
=
√
7 QR
AR

. Íàéäèòå êîñèíóñ ðàçíîñòè âåëè÷èí óãëîâ ABC è ACB, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC = π

3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. −0,13 (òî÷íîå çíà÷åíèå: −1/8).
7.4. Â òðåóãîëüíèêå KLM ïðîâåäåíà ìåäèàíà KP , òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî

îêðóæíîñòè, òî÷êà Q � öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè. Îòðåçêè KP è OQ ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå R, ïðè ýòîì OR

PR
=
√
14 QR

KR
. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ âåëè÷èí óãëîâ KLM è KML,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî ∠LKM = π
3
. Îòâåò ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Îòâåò. 0,63 (òî÷íîå çíà÷åíèå: 5/8).

Çàìå÷àíèå. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ 0,125, −0,375, −0,125 è 0,625 ñîîòâåòñòâåííî òàêæå çàñ÷èòû-
âàþòñÿ êàê âåðíûå.



8.1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xx+y = yy−x. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó x + y
äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 1500.

Îòâåò. 2744.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì y = tx, ãäå t ∈ Q ïðè x, y ∈ N. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå,
íàéä¼ì

x = t
t−1
2 , y = t

t+1
2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî t ìîæåò áûòü òîëüêî öåëûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü t åñòü ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò öåëîãî, ò. å. t = p

q
, ãäå ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû, q 6= 1. Òîãäà

y = px
q
, è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

xx+
px
q =

(
px

q

) px
q
−x

⇔ xxq+px =

(
px

q

)px−qx
⇔ xxq = ppx−xq · x−qx · qx(q−p) ⇔ x2qx =

(
p

q

)x(p−q)
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñëåâà âñåãäà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, à ñïðàâà � íåöåëîå. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, t ∈ N, ïîýòîìó ÷èñëà x è y áóäóò íàòóðàëüíûìè òîëüêî â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) ÷èñëî t íå÷¼òíî: t = 2k − 1, òîãäà x = (2k − 1)k−1, y = (2k − 1)k, k ∈ N;
2) ÷èñëî t åñòü ïîëíûé êâàäðàò: t = k2, òîãäà x = kk

2−1, y = kk
2+1, k ∈ N.

Ñâåä¼ì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â òàáëèöó:

t 1 3 4 5 7 9 . . .

x 1 3 8 25 343 6561 . . .
y 1 9 32 125 2401 59049 . . .

Ðåøåíèå (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 1500, åñòü x = 343, y = 2401, ïðè
ýòîì x+ y = 2744.

8.2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå yx+y = xx−y. Â îòâåòå óêàæèòå ðàçíîñòü x− y
äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì x � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 2000.

Îòâåò. 2058.

8.3. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (xy)x =
(
y
x

)y
. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó x + y

äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì y � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 3000.
Îòâåò. 65610.

8.4. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (xy)y =
(
x
y

)x
. Â îòâåòå óêàæèòå ðàçíîñòü x−y

äëÿ ðåøåíèÿ (x, y), â êîòîðîì x � íàèìåíüøåå, ïðåâîñõîäÿùåå 2500.
Îòâåò. 52488.


