
1. Áðóñîê ñ ãðóçîì

Âîçìîæíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ρ1 è V1 � ïëîòíîñòü è îáúåì áðóñêà, m1 � ìàññà áðóñêà, ρ2, V2 è m2� ïëîòíîñòü,
îáúåì è ìàññà ãðóçà, ρ0 � ïëîòíîñòü âîäû. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå, êîãäà áðóñîê ïëàâàåò
áåç ãðóçà

m1g =
1

4
ρ0V1g (1)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàõîäÿòñÿ ñèëû, äåéñòâóþùèå âíèç, à â ïðàâîé íàâåðõ. Â ýòîì ñëó÷àå óäîá-
íåå çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ â ñëåäóþùåì âèäå: ïðèðàâíèâàòü íå ïîëíûå çíà÷åíèÿ
ñèë, äåéñòâóþùèõ ââåðõ è âíèç, à ïðèðàâíèâàòü äîáàâêè ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó, ò.ê. îíè òàê æå äîëæíû
áûòü ðàâíû. Íàïðèìåð, âî âòîðîì ñëó÷àå ñèëà Àðõèìåäà óâåëè÷èòñÿ íà 1

2ρ0V1g, à ñèëà òÿæåñòè íà
ρ2V2g. Òîãäà
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ρ0V1g = ρ2V2g (2)

Àíàëîãè÷íî äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ:

1

4
ρ0V1g = (ρ2 − ρ0)V2g (3)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè V1 = 1000 ñì3. Îñòàâøèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü êàê ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàæàÿ îäíó èç íèõ ÷åðåç äðóãóþ. Îäíàêî
óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ìåòîäàìè. Åñëè âû÷åñòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, òî ïîëó-
÷èòñÿ óðàâíåíèå íà V2, îòêóäà V2 = 1

4V1 = 250 ñì3. ×òîáû íàéòè ρ2 ðàçäåëèì âòîðîå óðàâíåíèå íà òðåòüå

2 =
ρ2

ρ2 − ρ0
(4)

Îòêóäà

ρ2 = 2ρ0 = 2 ã/ñì3 (5)

Òîãäà ìàññà ãðóçà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

m2 = ρ2 · V2 = 0,5 êã

Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå îáúåì ïîãðóæåííîé ÷àñòè óâåëè÷èëñÿ âòðîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì.
Ñëåäîâàòåëüíî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà áðóñîê ñî ñòîðîíû ãðóçà â ñóììå ñ ñèëîé òÿæåñòè ñàìîãî áðóñêà
ðàâíà òðåì ñèëàì òÿæåñòè áðóñêà. Òîãäà ãðóç âäâîå òÿæåëåå áðóñêà, è åãî ìàññà 0,5 êã. Èç òðåòüåãî
ñëó÷àÿ çàìåòèì, ÷òî ïîãðóæåííàÿ ÷àñòü áðóñêà âäâîå áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå. Çíà÷èò âåñ ãðóçà
â âîäå ðàâåí ñèëå òÿæåñòè áðóñêà. Èçâåñòíî òàê æå, ÷òî âåñ òåëà íà âîçäóõå è â âîäå îòëè÷àåòñÿ íà âåñ
âûòåñíåííîé âîäû. Çíà÷èò ãðóç âûòåñíèë 250 ã âîäû, è åãî îáúåì ðàâåí 250 ñì3. Ðàçäåëèâ ìàññó ãðóçà
íà åãî îáúåì, ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü 2 ã/ñì3.



2. Ñîñóäû

Åñëè ïîëîæèòü òîëüêî îäèí áðóñîê íà ïîðøåíü, òî îí ñîçäàñò èçáûòî÷íîå äàâëåíèå â ëåâîì ñîñóäå,
ðàâíîå Páðóñîê = mg/Së, ãäå m = 600 ã � ìàññà áðóñêà, Së = 400 ñì2 � ïëîùàäü ïîðøíÿ, à g � óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ýòî äàâëåíèå áóäåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ çà ñ÷åò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ñòîëáà
æèäêîñòè âûñîòîé ∆hñòîëá, íàõîäÿùåéñÿ â ïðàâîì ñîñóäå âûøå óðîâíÿ æèäêîñòè â ëåâîì. Äàâëåíèå
òàêîãî ñòîëáà ðàâíî Pâîäà = ρg∆hñòîëá, ãäå ρ � ïëîòíîñòü âîäû. Ïðèðàâíÿâ äàâëåíèÿ ïîëó÷èì

Páðóñîê = Pâîäà ⇒ mg/Së = ρg∆hñòîëá,

îòêóäà âûðàçèì âûñîòó

∆hñòîëá =
m

ρSë
= 1,5 ñì.

Åñëè â ëåâîì ñîñóäå óðîâåíü îïóñòèëñÿ íà ∆hë, à â ïðàâîì ïîäíÿëñÿ íà ∆hï, òî âîäà â ïðàâîì ñîñóäå
ñòàëà âûøå ÷åì â ëåâîì íà ∆hñòîëá = ∆hë + ∆hï. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîíèæåíèè óðîâíÿ âîäû â ëåâîì
ñîñóäå, îáúåì âîäû âûõîäÿùèé èç íåãî öåëèêîì ïåðåéäåò â ïðàâûé ñîñóä. Òàê êàê îáúåì öèëèíäðà
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè ñå÷åíèÿ íà âûñîòó, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

∆hë · Së = ∆hï · Sï ⇒ ∆hë · Së = (∆hñòîëá −∆hë) · Sï.

Òåïåðü âûðàçèì âûñîòó íà êîòîðóþ îïóñòèòñÿ ïîðøåíü â ýòîì ñëó÷àå

hë = ∆hñòîëá ·
Sï

Së + Së
=
m

ρ

Sï
Së

1

Së + Së
= 1 ñì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè çàòåì çàïóñòèòü ïëàâàòü áðóñîê â ïðàâûé ñîñóä. Êîãäà áðó-
ñîê ïëàâàåò, îí âûòåñíÿåò îáúåì âîäû ðàâíûé V = m/ρ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äîáàâëåíèå áðóñêà â
ïðàâûé ñîñóä ðàâíîñèëüíî äîáàâëåíèþ V = mg/ρ îáúåìà âîäû. Òàê êàê ñàì ïî ñåáå äîïîëíèòåëüíîãî
äàâëåíèÿ áðóñîê íå ñîçäàåò, òî ðàçíîñòü óðîâíåé âîäû â ñîñóäàõ íå èçìåíèòñÿ, è óðîâåíü ïîäíèìåòñÿ
íà îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ∆ho â ïðàâîì è ëåâîì ñîñóäå. Åãî ìîæíî íàéòè ïðèðàâíÿâ îáúåìû

V = ∆ho · Së + ∆ho · Sï,

îòêóäà

∆ho =
m

ρ

1

S1 + S2
= 0,5 ñì.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äîáàâëåíèå áðóñêà â ëåâûé ñîñóä ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ óðîâíÿ íà 1 ñì, à äîáàâëå-
íèå âòîðîãî áðóñêà â ïðàâûé � ê ïîâûøåíèþ óðîâíÿ â îáîèõ ñîñóäàõ íà 0,5 ñì, çíà÷èò â èòîãå óðîâåíü
ïîðøíÿ ïîíèçèòñÿ íà 0,5 ñì.

3. Ðîáîòû

Äâà òî÷å÷íûõ òåëà ñòàëêèâàþòñÿ, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èõ êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò. Ýòî
îçíà÷àåò ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêîâ êîîðäèíàò òåë îò âðåìåíè, ïîñòðîåíûõ â êîîðäèíàòàõ x è t. Òîãäà, åñëè
áû ìû çíàëè çàêîí äâèæåíèÿ ïåðâîãî ðîáîòà (çàêîíîì äâèæåíèÿ íàçûâàþò çàâèñèìîñòü x1(t), ãäå x1 �
êîîðäèíàòà ïåðâîãî ðîáîòà), íàì áû íóæíî áûëî ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ ãðàôèê ïåðâîãî
ðîáîòà, êîòîðóþ ìû ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåíöèàëüíûé çàêîí äâèæåíèÿ äëÿ âòîðîãî ðîáîòà
(x2(t) � çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû âòîðîãî ðîáîòà îò âðåìåíè, êîòîðàÿ äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ïðÿìîé íà
ãðàôèêå t è x, òàê êàê ñêîðîñòü âòîðîãî ðîáîòà ïîñòîÿííà, è ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (2, 0) íà ãðàôèêå,
òàê êàê ïî óñëîâèþ âòîðîé ðîáîò ñòàðòîâàë èç òî÷êè x = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.) Îäíàêî çàêîí
äâèæåíèÿ x1(t) íàì â òî÷íîñòè íåèçâåñòåí, è ïåðâûé ðîáîò ìîæåò èìåòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
äâèæåíèÿ. Íî ÷òîáû ñ óâåðåííîñòüþ èçáåæàòü ñòîëêíîâåíèÿ, ãðàôèê âòîðîãî ðîáîòà íå äîëæåí ïå-
ðåñåêàòüñÿ íè ñ îäíèì èç âîçìîæíûõ ãðàôèêîâ äëÿ ïåðâîãî ðîáîòà. Ïîýòîìó ðàçóìíî íà÷àòü ñ òîãî,
÷òîáû ïîñòðîèòü âñå âîçìîæíûå çàêîíû äâèæåíèÿ ïåðâîãî ðîáîòà.
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Âûáåðåì ìàøòàá òàê, ÷òîáû 10 ì ïî îñè x çàíèìàëî áû ñòîëüêî æå êëåòî÷åê, ñêîëüêî 2 ìèí ïî îñè
t. Íà çàêîí äâèæåíèÿ ïåðâîãî ðîáîòà íàëîæåíî äâà îãðàíè÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ, åãî ãðàôèê äîëæåí ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, B, C, D, ïî óñëîâèþ. Âî-âòîðûõ, êîîðäèíàòà x1 ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå äîëæíà
óìåíüøàòüñÿ, òàê êàê ðîáîò íå ìîæåò åõàòü â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì îñè. Òîãäà âèäíî, ÷òî
ëèíèÿ x1(t) çàêëþ÷åíà âíóòðè êâàäðàòîâ OAxAAt, ABxBBt, BCxCCt, CDxDDt, õîòÿ è ìîæåò ïðîõî-
äèòü ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè ýòèõ êâàäðàòîâ, è ïðîõîäèòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ãðàíèöå.
Ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåç At, Ct è Dt ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì çàêîíîì
äâèæåíèÿ äëÿ âòîðîãî òåëà. Ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿÿ ïðÿìîé, òàê êàê êîýôôèöèåíò íàêëîíà êàæäîãî èç
îòðåçêîâ AtCt è CtDt îäèíàêîâ. Äåéñòâèòåëüíî:

k1 =
20 ì

8 ñ
= 2.5 ì/ñ

k2 =
30 ì

12 ñ
= 2.5 ì/ñ

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ëèíèÿ íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ íè ñ îäíèì èç âîçìîæíûõ ãðàôèêîâ äâèæåíèÿ
ïåðâîãî ðîáîòà äî 22 ìèíóòû, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îí áû îäíîâðåìåííî íàõîäèëñÿ, ê ïðèìåðó, è â
òî÷êå Ct è â òî÷êå C. Çàìåòèì òàê æå, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ áîëüøèé óãëîâîé êîýôôèöèåíò,
÷åì 2.5 ì/ñ, áóäåò ëåæàòü âûøå ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû At, Ct è íåìèíóåìî ïåðåñåêàòüñÿ ñ
îäíèì èç êâàäðàòîâ. Ñêàçàííîå âûøå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âòîðîãî ðîáîòà íåâîçìîæíî äâèæåíèå ñî ñêîðî-
ñòüþ, áîëüøåé, ÷åì 2.5 ì/ñ. Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ x2(t) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì (â ñìûñëå ïàðàìåòðà
u), òî åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñêîðîñòü u = 2.5 ì/ñ.



4. Ïðóæèíû

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âñå ïðóæèíû óðàâíîâåøèâàþò âåñü ïåñîê íà ïëàòôîðìå.
Òàêèì îáðàçîì, íàñûïàâ ìàëîå 4m ïåñêà è ïîëó÷èâ ñäâèã íà ìàëîå 4h ìîæíî ïîëó÷èòü ñóììàðíóþ
æåñòêîñòü íà òåêóùåé âûñîòå h : k = 4mg

4h èç çàêîíà Ãóêà. Êàê èçâåñòíî, æåñòêîñòü ïàðàëëåëüíîãî
ñîåäèíåíèÿ ïðóæèí ðàâíà ñóììå æåñòêîñòåé, òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäÿ êàñàòåëüíûå ê êàæäîé òî÷êå
ãðàôèêà ìû áóäåì ïîëó÷àòü ñóììû æåñòêîñòåé ïðóæèí, ó÷àñòâóþùèõ â ñèñòåìå íà òàêîé âûñîòå.
Òåïåðü ïîñìîòðèì íà ãðàôèê: îí êóñî÷íî ëèíåéíûé, à çíà÷èò, êàñàòåëüíàÿ ê íåìó ñîâïàäàåò ñ åãî
ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Òîãäà âñåãî â ýêñïåðèìåíòå âñòðå÷àåòñÿ òðè ðàçíûå æåñòêîñòè, à çíà÷èò è òðè
ïðóæèíû. Ïåðâûé ëèíåéíûé ó÷àñòîê ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ïîäêëþ÷åííîé ïðóæèíå, âòîðîé � äâóì
è òðåòèé � òðåì. Òåïåðü íàéäåì æåñòêîñòè: k1 = 1,5/0.06 = 25 Í/ì; k1 + k2 = 2/0.02 = 100 Í/ì;
k1 + k2 + k3 = 2.5/0.01 = 250 Í/ì. Òîãäà, ïîäñòàâèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî âî âòîðîå, à âòîðîå â òðåòüå
ïîëó÷èì: 

k1 = 25 Í/ì
k2 = 75 Í/ì
k3 = 150 Í/ì

 (1)



5. Ñòåðæíè

Âîçìîæíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ

x

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ ïîëîâèíà ïðàâîãî ñòåðæíÿ òÿæåëåå ëþáîé òðåòè ëåâîãî ñòåðæíÿ, à
âåðõíÿÿ òðåòü ëåâîãî ñòåðæíÿ ëåã÷å ëþáîé ïîëîâèíû ïðàâîãî ñòåðæíÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñòü òîëüêî
äâà ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðûõ ñðàâíèâàåìûå ÷àñòè áûëè ðàâíîé ìàññû: ëèáî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâà-
ëàñü ñî ñðåäíåé òðåòüþ, ëèáî ñ íèæíåé. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ îòäåëüíî, íî ñíà÷àëà ââåäåì îáùèå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóòü L � îáùàÿ äëèíà ñòåðæíÿ, ρ(x) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ (ìàññà åäèíèöû
äëèíû) íà ðàññòîÿíèè x îò âåðõíåãî êðàÿ. Òàê êàê ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ ìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü åå çàâèñèìîòü îò êîîðäèíàòû, êîòîðàÿ áóäåò íà ãðàôèêå (ρ, x) ÿâëÿòüñÿ ïðÿìîé ëèíèåé.

Êðîìå òîãî ìàññó ëþáîãî êóñêà ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 > x1 ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü, êàê ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì.

Ñëó÷àé 1

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñðåäíåé òðåòüþ. Òîãäà ìàññà
ýòîé òðåòè ðàâíà 7 ãðàìì. Åå òàê æå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ρñð � çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â ñåðåäèíå ñòåðæ-
íÿ.

M 1
3

= ρñð ·
L

3
(1)

Çàìåòèì, ÷òî ìàññó âñåãî ñòåðæíÿ ìîæíî çàïèñàòü â òîé æå ôîðìå:

M = ρñð · L = 3M 1
3

= 21 ã (2)

Ñëó÷àé 2

ρ

x

m m m

k k

k k

kk

k

k

k

ρ

x

3
2m

3
2m

9
4k

9
4k

9
4k

9
4k

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ íèæíåé òðåòüþ. Îáîçíà÷èì
íà ëåâîì ãðàôèêå ÷åðåç m è k ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîùàäè, îòäåëåííûå ïóíêòèðîì. ×åðåç íèõ íåòðóä-



íî ïåðåñ÷èòàòü ïëîùàäè íà ïðàâîì ãðàôèêå. Òîãäà ìàññà íèæíåé òðåòè íàõîäèòñÿ èç ãðàôèêà è ðàâíà:

m+ 5k (3)

Îíà ðàâíà ìàññå âåðõíåé ïîëîâèíû:

3

2
m+

9

4
k (4)

Òîãäà

3

2
m+

9

4
= m+ 5k

Ðåøàÿ, ïîëó÷àåì

k =
2

11
m (5)

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå â (3) è âñïîìíèì, ÷òî ìàññà íèæíåé òðåòè ðàâíà 7 ã:

m+
10

11
m = 7 ã

Îòêóäà

m =
11

3
ã (6)

Ïîäñòàâèì ýòî â ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå äëÿ îáùåé ìàññû:

M = 3m+ 9k =
51

11
m = 17 ã (7)



Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò ðåøåíèÿ

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ ïîëîâèíà ïðàâîãî ñòåðæíÿ òÿæåëåå ëþáîé òðåòè ëåâîãî ñòåðæíÿ, à
âåðõíÿÿ òðåòü ëåâîãî ñòåðæíÿ ëåã÷å ëþáîé ïîëîâèíû ïðàâîãî ñòåðæíÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñòü òîëüêî
äâà ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðûõ ñðàâíèâàåìûå ÷àñòè áûëè ðàâíîé ìàññû: ëèáî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâà-
ëàñü ñî ñðåäíåé òðåòüþ, ëèáî ñ íèæíåé. Ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ îòäåëüíî, íî ñíà÷àëà ââåäåì îáùèå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóòü L � îáùàÿ äëèíà ñòåðæíÿ, ρ(x) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ (ìàññà åäèíèöû
äëèíû) íà ðàññòîÿíèè x îò âåðõíåãî êðàÿ. Òàê êàê ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ ìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî:

ρ(x) = ρ0 · (1 + αx) (1)

ãäå α � íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò, ρ0 � ïëîòíîñòü âáëèçè âåðõíåãî êðàÿ. Êðîìå òîãî â ñèëó ðàâíîìåð-
íîñòè èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ìàññó ëþáîãî êóñêà ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 > x1
ìîæíî ðàññ÷èòàòü ÷åðåç ñðåäíþþ ïëîòíîñòü:

m = ρñð · (x2 − x1) =
ρ(x2) + ρ(x1)

2
· (x2 − x1) = ρ

(
x2 + x1

2

)
· (x2 − x1) (2)

Ñëó÷àé 1

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñðåäíåé òðåòüþ. Òîãäà ìàññà
ýòîé òðåòè ðàâíà 7 ãðàìì. Çàïèøåì åå ñîãëàñíî ôîðìóëå (2):

m = ρ

(
L

2

)
· L

3
= ρ0 ·

(
1 + α

L

2

)
· L

3
(3)

Çàìåòèì, ÷òî ìàññó âñåãî ñòåðæíÿ ìîæíî çàïèñàòü â òîé æå ôîðìå:

M = ρ

(
L

2

)
· L = ρ0 ·

(
1 + α

L

2

)
· L = 3m = 21 ã (4)
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñðàâíèâàåòñÿ ñ íèæíåé òðåòüþ. Òîãäà åå ìàññà:

m = ρ0 ·
(

1 + α
5L

6

)
· L

3
(5)

Îíà ðàâíà ìàññå âåðõíåé ïîëîâèíû:

m′ = ρ0 ·
(

1 + α
L

4

)
· L

2
(6)

Òîãäà

1

3
+

5αL

18
=

1

2
+
αL

8
Ðåøàÿ, ïîëó÷àåì

αL =
12

11
(7)

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå â (6):

m =
1

2
ρ0L

(
1 +

3

11

)
Îòêóäà

ρ0L =
11

7
m (8)

Ïîäñòàâèì ýòî â ïîëó÷åííîå ðàíåå âûðàæåíèå äëÿ îáùåé ìàññû (4):

M =
11

7
m

(
1 +

6

11

)
= 17 ã (9)



6. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà

Ïîñ÷èòàåì ïëîòíîñòü ïî ôîðìóëå ρ = m/V äëÿ êàæäîãî ãðóçèêà ïî äàííûì èç òàáëèöû (ñì. òàáëèöó
íèæå). Âèäíî, ÷òî, íàïðèìåð,çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äëÿ ãðóçèêà íîìåð 1 è 6. Êðîìå
òîãî íàáëþäàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ñíèæåíèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííîãî ïî ôîðìóëå ñ óâåëè÷å-
íèåì ìàññû ãðóçà. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñêîðåå íàëè÷èå ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè â èçìåðåíèÿõ,
÷åì ñëó÷àéíîé, ïðèâåëî ê íåïðàâèëüíîìó îòâåòó äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè.

� ãðóçèêà Ïîêàçàíèÿ âåñîâ, ã Èçìåðåííûé îáúåì, ìë Çíà÷åíèå ρ = m/V ã/ñì3

1 122 10 12,2

2 148 14 10,6

3 184 18 10,2

4 235 24 9,8

5 306 32 9,6

6 357 38 9,4

Íàíåñåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü (M,V ). Çàâèñèìîñòü ρ = m/V äàåò
ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íîëü, è ýêñïðèìåíòàëüíûå òî÷êè äîëæíû íà òàêóþ ïðÿìóþ ëîæèòüñÿ.
Îäíàêî ïðîâåäÿ ïðÿìóþ ïî òî÷êàì ìû âèäèì, ÷òî îíà èìååò íå íóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ OY ,
÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè ïðè èçìåðåíèè. Îò ýòîé îøèáêè ìîæíî èçáàâèòüñÿ
ïîñðåäñòâîì âû÷èòàíèÿ èç ïîêàçàíèé âåñîâ ¾ëèøíåé äîáàâêè¿ òàê, ÷òîáû ñäâèíóòàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèëà
áû ÷åðåç íîëü. Ýòà ¾ëèøíÿÿ¿ äîáàâêà ìîæåò áûòü íàéäåíà, êàê êîîðäèíàòà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñüþ
(M). Òîãäà ñ ïîìîùüþ íîâîé ïðÿìîé ìîæíî íàéòè ïëîòíîñòü, êàê êîýôôèöèåíò íàêëîíà ýòîé ïðÿìîé.
×èñëåííîå çíà÷åíèå ρ ñîñòàâëÿåò 8,53 ã/ñì3.



7. Ïðóä

Ðàññìîòðèì ñòîëáèê ÷àñòèö îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà L, êîòîðûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàíèìàåò
âñå ïðîñòðàíñòâî îò äíà äî ïîâåðõíîñòè. Ýòîò ñòîëáèê ðàâíîìåðíî ¾îñåäàåò¿ âíèç ñî ñêîðîñòüþ v(L),
ïðè ýòîì â ìîìåíò âðåìåíè t åãî âåðõíÿÿ ãðàíèöà íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå v(L)t � íà ìåíüøåé ãëóáèíå
÷àñòèö äàííîãî ðàçìåðà íåò. Íà ãëóáèíå H < v(L)t ÷àñòèöû ðàçìåðà L íå âíîñÿò âêëàäà â êîëè÷åñòâî
÷àñòèö èëà íà îäèí êóáè÷åñêèé ñàíòèìåòð � ýòó âåëè÷èíó ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü êîíöåí-
òðàöèåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ãëóáèíå H = v(L)t â êîíöåíòðàöèþ âíîñÿò âêëàä ÷àñòèöû ñ ðàçìåðàìè
áîëüøå èëè ðàâíûìè L. Òàêèì îáðàçîì, íà ôèêñèðîâàííîé ãëóáèíå H âêëàä â êîíöåíòðàöèþ îò ÷àñòèö
îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà L ïîñòîÿíåí äî ìîìåíòà âðåìåíè T , îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì

v(L)T = H , (10)

à çàòåì îáðàùàåòñÿ â íîëü. Èç ïðèâåäåííîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè, äëÿ ïðèìåðà, 2T
êîíöåíòðàöèÿ íà ãëóáèíå 2H áóäåò òàêîé æå, êàê êîíöåíòðàöèÿ íà ãëóáèíå H â ìîìåíò âðåìåíè T .
Äåéñòâèòåëüíî, íà ãëóáèíå 2H ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè áóäóò òå æå ÷àñòèöû (áóêâàëüíî òå æå), ÷òî
áûëè íà ãëóáèíå H â ìîìåíò âðåìåíè T . Âîçâðàùàÿñü ê óñëîâèþ çàäà÷è: ÷òîáû óçíàòü êîíöåíòðàöèþ
íà ãëóáèíå 0,5 ì â ìîìåíò âðåìåíè t, ìîæíî ïî ãðàôèêó ïîñìîòðåòü êîíöåíòðàöèþ íà ãëóáèíå 1 ì â
ìîìåíò âðåìåíè 2t. Äëÿ t = 5 ìèí êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà 50 ñì−3 (ò.å. øòóê íà êóáè÷åñêèé ñàíòèìåòð) �
ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè ñàìûå òÿæåëûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ïðè t = 0 áûëè âáëèçè ïîâåðõíîñòè, åùå
íå óñïåëè äîñòèãíóòü ãëóáèíû 1 ì, ïîýòîìó ïëîòíîñòü íå ìåíÿåòñÿ. Äëÿ t = 15 ìèí ïëîòíîñòü ðàâíà
ïðèáëèçèòåëüíî 12 ñì−3, êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêà. Äëÿ t = 28 ìèí êîíöåíòðàöèÿ ðàâíà íóëþ, ò.ê. âñå
ñàìûå ìàëåíüêèå ÷àñòèöû, êîòîðîå áûëè â âîäîåìå ¾óòîíóëè¿ ãëóáæå H = 1 ì.



1. Áðóñîê ñ ãðóçîì

1 âàðèàíò ðåøåíèÿ

• 3 áàëëà Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïî 1 áàëëó çà êàæäûé èç òðåõ ñëó÷àåâ).

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 500 ã, ρ = 2 ã/ñì3.

2 âàðèàíò ðåøåíèÿ

• 2 áàëë Íàéäåíà ìàññà ãðóçà 500 ã.

• 1 áàëë Âåñ ãðóçà â âîäå 250 ã.

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 500 ã, ρ = 2 ã/ñì3.

2. Ñîñóäû

• 1 áàëë Óñëîâèå ðàâåíñòâà äàâëåíèé â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè ïîñëå äîáàâëåíèÿ îäíîãî èç
áðóñêîâ.

• 1 áàëë Óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè.

• 1 áàëë Íàéäåíî çíà÷åíèå äëÿ ∆hë = 1 ñì.

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò (ïîíèçèòñÿ íà 0, 5 ñì).

3. Ðîáîòû

• 1 áàëë Èäåÿ ðàññìàòðèâàòü íàèõóäøèé âàðèàíò äâèæåíèÿ ïåðâîãî ðîáîòà (ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñêà÷êè èëè ðèñóþòñÿ êâàäðàòû).

• 2 áàëëà Íàéäåíû òðè óãëîâûå òî÷êè (4, 10), (10, 20), (22, 50) (åñëè íàéäåíû äâå èëè îäíà, òî 1
áàëë).

• 1 áàëë Íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü 2, 5 ì/ìèí.

4. Ïðóæèíû

• 1 áàëë Çà óìåíèå ðàáîòàòü ñ ãðàôèêîì (çà ëþáîé íàéäåííûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò).

• 3 áàëë Çà íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè k1 = 25 Í/ì, k2 = 75 Í/ì, k3 = 150 Í/ì (1 áàëë
çà êàæäûé).



5. Ñòåðæíè

1 âàðèàíò ðåøåíèÿ

• 1 áàëë Ñðàâíèâàåòñÿ ëåãêàÿ ïîëîâèíêà ñî ñðåäíåé òðåòüþ.

• 1 áàëë Çà èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè.

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 21 ã.

• 1 áàëë Ñðàâíèâàåòñÿ ëåãêàÿ ïîëîâèíêà ñ íèæíåé òðåòüþ.

• 1 áàëë Çà èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå.

• 2 áàëë Ïîäñ÷åò ïëîùàäåé íà ãðàôèêå (ïî 1 áàëëó çà ãðàôèê).

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 17 ã.

2 âàðèàíò ðåøåíèÿ

• 1 áàëë Ñðàâíèâàåòñÿ ëåãêàÿ ïîëîâèíêà ñî ñðåäíåé òðåòüþ.

• 1 áàëë Çà èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè.

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 21 ã.

• 1 áàëë Ñðàâíèâàåòñÿ ëåãêàÿ ïîëîâèíêà ñ íèæíåé òðåòüþ.

• 1 áàëë Çà èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå.

• 2 áàëëà Ââåäåíèå äâóõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ρ(x) è äâà óðàâíåíèÿ íà íèõ.

• 1 áàëë Âåðíûé îòâåò m = 17 ã.

6. Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà

• 2 áàëëà Èäåÿ ïðîâåäåíèÿ êàêîé ëèáî ïðÿìîé íà ãðàôèêå.

• 1 áàëë Åñëè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ èç íóëÿ è ïîëó÷åí êàêîé-ëèáî ÷èñëåííûé îòâåò (â ñëó÷àå âåðíîãî
ðåøåíèÿ ýòîò áàëë íå ó÷èòûâàåòñÿ).

• 3 áàëëà Ïîñòðîåíà ïðÿìàÿ ïî çàäàííûì òî÷êàì.

• 3 áàëëà Îòâåò ñ òî÷íîñòüþ ±0, 43. (ñ òî÷íîñòüþ ±0.86. � 2 áàëëà, ñ òî÷íîñòüþ ±1.29 � 1 áàëë)

7. Ïðóä

• 2 áàëëà Ðàññìîòðåíî äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà ñ ïîâåðõíîñòè.

• 2 áàëëà Â êîíöåíòðàöèþ íà ãëóáèíå âíîñÿò âêëàä ÷àñòèöû òîëüêî òåõ ðàçìåðîâ, "ñòîëáèê"êîòîðûõ
åùå íå ïðîøåë ýòó âûñîòó

• 1 áàëë Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âðåìåí ãëóáèíå ðàññìîòðåíèÿ.

• 3 áàëëà Îòâåò (1 áàëë äëÿ êàæäîãî âðåìåíè).
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