
Çàäà÷è äëÿ 9 êëàññà

1. Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà k, äëÿ êîòîðûõ

(k/2)! (k/4) = 2016 + k2.

Çíàêîì n! îáîçíà÷åí ôàêòîðèàë ÷èñëà n, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî n âêëþ-

÷èòåëüíî (îïðåäåë¼í òîëüêî äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë; 0! = 1).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ÷¼òíûõ çíà÷åíèé k. Íåïîñðåäñòâåí-
íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî k = 2, 4, 6, 8, 10 íå ïîäõîäÿò, à k = 12 äà¼ò âåðíîå ðàâåíñòâî.
Ïðè êàæäîì äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè k íà 2 âûðàæåíèå (k/2)! óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû â 7 ðàç, ò. å.

ëåâàÿ ÷àñòü ðàñò¼ò áîëåå ÷åì â 7 ðàç. Â òî æå âðåìÿ ïðàâàÿ ÷àñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ìåíåå ÷åì âäâîå:

(k + 1)2 − k2 < 2016 + k2 ïðè âñåõ k > 12. Ïîýòîìó ïðè k > 12 ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé.
Îòâåò: k = 12.

2. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AM =
AN . Îòðåçêè CM è BN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðè÷¼ì BO = CO. Äîêàæèòå, ÷òî ABC ðàâíî-

áåäðåííûé.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 8.2.

3. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íðàâèòñÿ Ëèäèè, åñëè íè îäíà èç öèôð â åãî çàïèñè íå äåëèòñÿ íà 3. Íàéäèòå

îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íðàâÿòñÿ Ëèäèè.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.5.

4. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC: AB = 2016, BC =
AC = 1533, ïðè÷¼ì âåðøèíû A è B ëåæàò â óçëàõ íà îäíîé ãîðèçîíòàëè. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî

óçëîâ ëåæèò â òðåóãîëüíèêå ABC (âêëþ÷àÿ óçëû, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ). Óçëîì íàçûâàåòñÿ òî÷êà

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðîé îáå êîîðäèíàòû öåëûå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 15332− 10082 = (1533− 1008)(1533+ 1008) = 525 · 2541 = 21 · 25 · 7 · 363 =
7 · 3 · 52 · 7 · 3 · 112 = (7 · 3 · 5 · 11)2 = 11552. Çíà÷èò, âûñîòà òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1155.

Âèäèì, ÷òî ÍÎÄ ÷èñåë 1155 è 1008 ðàâåí 21. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà áîêîâîé ñòîðîíå èìååòñÿ 22 óçëà

(âêëþ÷àÿ âåðøèíû), êîòîðûå äåëÿò å¼ íà 21 ðàâíóþ ÷àñòü.

Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî òðåóãîëüíèê ïîñòåïåííî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

ïðÿìîóãîëüíèê 1008×1155, êîëè÷åñòâî óçëîâ â êîòîðîì ëåãêî ïîñ÷èòàòü. Ñõåìàòè÷íî ýòîò ïðîöåññ

ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå. Îáîçíà÷èì èñêîìîå êîëè÷åñòâî óçëîâ â òðåóãîëüíèêå ÷åðåç T .

1) Ðàçðåæåì òðåóãîëüíèê ïî îñè ñèììåòðèè íà äâå ïîëîâèíû (äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà)

è ðàññìîòðèì êàæäóþ èç íèõ êàê îòäåëüíóþ ôèãóðó. Ñóììà êîëè÷åñòâ óçëîâ â ýòèõ ïîëîâèíàõ íà

1156 áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîì òðåóãîëüíèêå, òî åñòü T + 1156, ïîñêîëüêó óçëû, íàõîäèâøèåñÿ íà

îñè ñèììåòðèè, ïðîäóáëèðîâàëèñü.

2) Ñîåäèíèì ýòè äâå ïîëîâèíû â ïðÿìîóãîëüíèê 1008×1155. Âíóòðåííèå ÷àñòè ïîëîâèí ïîëíîñòüþ
ïîêðûâàþò ïðÿìîóãîëüíèê, ïðè ýòîì 22 óçëà, íàõîäÿùèåñÿ â ýòèõ ïîëîâèíàõ, ñîâïàëè. Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî óçëîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå íà 22 ìåíüøå, ÷åì â äâóõ ïîëîâèíàõ, òî åñòü T + 1156− 22.
Â òî æå âðåìÿ ýòî êîëè÷åñòâî, î÷åâèäíî, ðàâíî 1009 · 1156. Çíà÷èò, T + 1156− 22 = 1009 · 1156;
T = 1008 · 1156 + 22 = 1156000 + 9248 + 22 = 1165270.

Îòâåò: 1165270 óçëîâ.



5. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì

îñÿì. Êàæäûé ïåðåñåêàåòñÿ õîòÿ áû ñ 90 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ïåðå-

ñåêàþùèéñÿ ñî âñåìè.

Ðåøåíèå. Ñïðîåöèðóåì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè íà îñü x, â ðåçóëüòàòå êàæäûé èç íèõ ïåðåéä¼ò â

îòðåçîê [ai, bi] (i = 1, . . . , 100).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A íàèáîëüøóþ êîîðäèíàòó íà÷àëà, à ÷åðåç B � íàèìåíüøóþ êîîðäèíàòó êîíöà

(òî åñòü A = max ai, B = min bi). Äëÿ äàëüøåéøåãî ðåøåíèÿ íåñóùåñòâåííî, êàêîå èç ÷èñåë A è B
áîëüøå; âîçìîæíî è ðàâåíñòâî. Íåçàâèñèìî îò ýòîãî îòðåçîê, îãðàíè÷åííûé ÷èñëàìè A è B, áóäåì
îáîçíà÷àòü AB (â ñëó÷àå A = B îí âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).

Êàæäûé îòðåçîê [ai, bi] ïåðåñåêàåòñÿ (õîòÿ áû ïî îäíîé òî÷êå) ñ îòðåçêîì AB. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äëÿ êàêîãî-òî îòðåçêà [a, b] ýòî íå òàê, òî îí ðàñïîëîæåí ëèáî öåëèêîì ñëåâà, ëèáî öåëèêîì ñïðàâà

îò AB. Â ïåðâîì ñëó÷àå b < B, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ÷èñëà B êàê íàèìåíüøåãî èç bi;
âî âòîðîì ñëó÷àå a > A, íî è ýòî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåâîçìîæíî.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî ñïðîåöèðîâàòü ïðÿìîóãîëüíèêè íà âåðòèêàëüíóþ îñü, ïîëó÷èâ îòðåçêè [ci, di].
Ìû îáíàðóæèì, ÷òî åñëè C = max ci, D = min di, òî êàæäûé îòðåçîê ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì CD.

Îáîçíà÷èì áóêâîé R ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (A,C), (A,D), (B,C), (B,D). Âîç-
âðàùàÿñü îò ïðîåêöèé ê ïðÿìîóãîëüíèêàì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê èç óñëîâèÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì R.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñòà ïðÿìîóãîëüíèêîâ èñõîäíîãî íàáîðà ñîäåðæèò â ñåáå âñå

÷åòûðå âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà R (òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âåñü R, à çíà÷èò, ïåðåñå-
êàåòñÿ ñî âñåìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè íàáîðà). Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ó êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

åñòü ëåâàÿ, ïðàâàÿ, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ êîîðäèíàòû (ýòî ÷èñëà ai, bi, ci è di èç ïðåäûäóùåãî ðàñ-
ñóæäåíèÿ).

Õîòÿ áû 90 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ ñ òåì ïðÿìîóãîëüíèêîì, ëåâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî

ðàâíà B (òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê åñòü, ñì. îïðåäåëåíèå ÷èñëà B), çíà÷èò, åñòü íå áîëåå 9 ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ, ëåâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ áîëüøå B.
Àíàëîãè÷íî, åñòü íå áîëåå 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðàâàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ìåíüøå A; íå áîëåå 9
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íèæíÿÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ áîëüøå D; è íå áîëåå 9 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, âåðõíÿÿ
êîîðäèíàòà êîòîðûõ ìåíüøå C.
Çíà÷èò, ó îñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (à èõ íå ìåíüøå ÷åì 100− 9 · 4, ò. å. íå ìåíüøå 64) ïðàâàÿ
êîîðäèíàòà íå ìåíüøå A, ëåâàÿ íå áîëüøå B, âåðõíÿÿ íå ìåíüøå C, à íèæíÿÿ íå áîëüøå D.
Âîçüì¼ì ëþáîé èç òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åãî ïðàâàÿ êîîðäèíàòà íå ìåíüøå A;
îäíàêî åãî ëåâàÿ êîîðäèíàòà íå áîëüøå A (ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà A). Çíà÷èò, ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x = A. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ïåðåñåêàåò ïðÿìûå x = B, y = C,
y = D. Î÷åâèäíî, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå òî÷êè (A,C), (A,D), (B,C), (B,D).
Òðåáóåìûé ïðÿìîóãîëüíèê íàéäåí.


