
Çàäà÷è äëÿ 8 êëàññà

1. Ñóùåñòâóþò ëè òðè òàêèõ ðàçëè÷íûõ öèôðû A, B, C, ÷òî ABC, CBA, CAB � êâàäðàòû íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë? (×åðòà íàä öèôðàìè îçíà÷àåò ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ýòèõ öèôð â óêàçàííîì

ïîðÿäêå.)

Ðåøåíèå. Äà. Ýòî öèôðû A = 9, B = 6, C = 1. D ýòîì ñëó÷àå 961 = 312, 169 = 132, 196 = 142.

2. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100× 100 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàâíîâåñíîé,

åñëè ñðåäè å¼ ñîñåäåé ïîðîâíó ñèíèõ è áåëûõ. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê

ìîæåò îêàçàòüñÿ íà äîñêå? (Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Êëåòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå äîñêè, íî íå â óãëó, íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíîâåñíûìè,

ïîñêîëüêó ó íèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ñîñåäåé (òðè). Òàêèõ êëåòîê 4 · 98 = 392.
Âñå îñòàëüíûå êëåòêè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîâåñíûìè, íàïðèìåð, ïðè ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå (ïåðâàÿ

ñòðîêà ñèíÿÿ, âòîðàÿ áåëàÿ, òðåòüÿ ñèíÿÿ è ò.ä.). Êîëè÷åñòâî ýòèõ êëåòîê 10000− 392 = 9608.
Îòâåò: 9608.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AM =
AN . Îòðåçêè CM è BN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O, ïðè÷¼ì BO = CO. Äîêàæèòå, ÷òî ABC ðàâíî-

áåäðåííûé.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî, íàïðèìåð, ÷òî AB > AC. Îòìåòèì íà ñòîðîíå AB
òàêóþ òî÷êó D, ÷òî AD = AC. Â ñèëó ñèììåòðèè, îòðåçêè MC è ND ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîé òî÷êå

P , ïðè÷¼ì PM = PN . Èç ñèììåòðèè òàêæå ñëåäóåò, ÷òî CM = DN .



Èòàê, NP = PM ;

NO −OP < PM (ò.ê. NO −OP < NP èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà);

NO < OP + PM , îòêóäà NO < OM ;

ïîñêîëüêó OB = OC, òî NO +OB < OM +OC;
èíà÷å ãîâîðÿ, NB < MC,
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, NB < ND.

Îäíàêî ∠BDN òóïîé (ïîñêîëüêó îí áîëüøå óãëà BMN , à îí, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ òóïûì êàê

ñìåæíûé ñ îñòðûì óãëîì ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà AMN). Ñòîðîíà 4BDN ,

ëåæàùàÿ íàïðîòèâ òóïîãî óãëà, íå ìîæåò áûòü êîðî÷å äðóãîé åãî ñòîðîíû, òî åñòü íåðàâåíñòâî

NB < ND íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. Íà òåòðàäíîì ëèñòå îáâåäåíû äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Ó ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âåðòèêàëüíàÿ ñòî-

ðîíà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, à ó âòîðîãî � íàîáîðîò. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü

èõ îáùåé ÷àñòè, åñëè êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò áîëüøå 2010, íî ìåíüøå 2020 êëåòîê.

Ðåøåíèå. Îáùàÿ ÷àñòü ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (åñëè îíà íåïóñòà) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êîì. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå äëèíû åãî ñòîðîí.

Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, ïîýòîìó îíà ìåíüøå
√
2020,

òî åñòü ìåíüøå 45; òî æå âåðíî è äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Â òî æå

âðåìÿ ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ìîãóò ïðåâûøàòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí èñõîäíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ (íî, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü èì ðàâíû).

Íàéä¼ì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó êàæäîé èç ýòèõ ñòîðîí. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì íàèáîëüøåå èç

÷èñåë, ìåíüøèõ 45, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàêîãî-íèáóäü ÷èñëà îò 2011 äî 2019 âêëþ÷èòåëü-

íî. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë 2011, . . . , 2019 íå äåëèòñÿ íè íà 44 (ò. ê. 2024 = 452−12 =
44·46 äåëèòñÿ íà 44), íè íà 43 (ò. ê. 2021 = 452−22 = 43·48 äåëèòñÿ íà 43). Çàòî ÷èñëî 2016 äåëèòñÿ
íà 42 (ò. ê. 2024 = 452 − 32 = 42 · 48), ïîýòîìó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà êàæäîé èç ñòîðîí

ïåðåñå÷åíèÿ � 42. Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ åãî ïëîùàäü � 422 = 1764. Ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ 48× 42 è 42× 48, ñîâìåù¼ííûõ, íàïðèìåð, ëåâûìè âåðõíèìè êëåòêàìè.

Îòâåò: 1764.

5. Â èãðå ¾ñåò¿ ó÷àñòâóþò âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç öèôð 1, 2, 3 (êàæäîå

÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó). Ãîâîðÿò, ÷òî òðîéêà ÷èñåë îáðàçóåò ñåò, åñëè â êàæäîì ðàçðÿäå ëèáî âñå

òðè ÷èñëà ñîäåðæàò îäíó è òó æå öèôðó, ëèáî âñå òðè ÷èñëà ñîäåðæàò ðàçíûå öèôðû.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 1232, 2213, 3221 îáðàçóþò ñåò (â ïåðâîì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè öèôðû, âî

âòîðîì � òîëüêî äâîéêà, â òðåòüåì � âñå òðè öèôðû, â ÷åòâ¼ðòîì � âñå òðè öèôðû). À ÷èñëà

1123, 2231, 3311 íå îáðàçóþò ñåòà (â ïîñëåäíåì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû è òðîéêà).

Ñêîëüêî âñåãî ñåòîâ ñóùåñòâóåò â èãðå?

(Ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë íå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ íîâîãî ñåòà: 1232, 2213, 3221 è 2213, 1232, 3221 �

îäèí è òîò æå ñåò.)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñåò, â êîòîðîì îíè âñòðå÷à-

þòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òðåòüå ÷èñëî ýòîãî ñåòà ñòðîèòñÿ òàê: â òåõ ðàçðÿäàõ, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà

ñîâïàäàþò, òðåòüå ÷èñëî èìååò òàêóþ æå öèôðó; â ðàçðÿäå, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ,

òðåòüå ÷èñëî ïîëó÷àåò îñòàâøóþñÿ öèôðó. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë 1231 è 1223 òðåòüèì â ñåòå áóäåò

1212.

Íàçîâ¼ì ¾óïîðÿäî÷åííûì ñåòîì¿ ñåò èç òð¼õ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ ïîðÿäêà. Íà ïåð-

âîå ìåñòî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáîå èç 81 ÷èñåë, íà âòîðîå � ëþáîå èç 80

îñòàâøèõñÿ; íà òðåòüå � ðîâíî îäíî (ïî îïèñàííîìó âûøå ïðèíöèïó). Âñåãî óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ

81 ·80 ·1. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé íåóïîðÿäî÷åííûé ñåò {a, b, c} ñîîòâåòñòâóåò øåñòè óïîðÿäî÷åííûì:
(a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). Ïîýòîìó óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ â 6 ðàç ìåíüøå.

Îòâåò: 81 · 80/6 = 1080.


