
Çàäà÷è äëÿ 7 êëàññà

1. Ïðèäóìàéòå ïÿòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1000.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 5.1.

2. Íà òåòðàäíîì ëèñòå îáâåäåíû äâà ïðÿìîóãîëüíèêà. Ó ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âåðòèêàëüíàÿ ñòî-

ðîíà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, à ó âòîðîãî � íàîáîðîò. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü

èõ îáùåé ÷àñòè, åñëè ïåðâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèò 2015 êëåòîê, à âòîðîé � 2016.

Ðåøåíèå. Îáùàÿ ÷àñòü ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (åñëè îíà íåïóñòà) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êîì. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå äëèíû åãî ñòîðîí.

Âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ïåðâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîðî÷å ãîðèçîíòàëüíîé, ïîýòîìó îíà ìåíüøå
√
2015,

òî åñòü ìåíüøå 45; òî æå âåðíî è äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíû âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Â òî æå

âðåìÿ ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ìîãóò ïðåâûøàòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí èñõîäíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ (íî, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü èì ðàâíû).

Çàìåòèì, ÷òî 2015 = 5 · 403 = 5 · 13 · 31; 2016 = 4 · 504 = 4 · 4 · 126 = 4 · 4 · 2 · 7 · 9 = 25 · 32 · 7.
Ñ ó÷¼òîì ýòîãî âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà íå áîëüøå 31, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � íå áîëüøå 42 (ýòî ñàìûå

áîëüøèå äåëèòåëè ÷èñåë 2015 è 2016, êîòîðûå ìåíüøå 45). Çíà÷èò, ñòîðîíû ïåðåñå÷åíèÿ íå ïðå-

âîñõîäÿò 31 è 42, à ïëîùàäü íå áîëüøå 31 · 42 = 1302. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, äîñòèãàåòñÿ

äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ 65× 31 è 42× 48, ñîâìåù¼ííûõ, íàïðèìåð, ëåâûìè âåðõíèìè êëåòêàìè.

Îòâåò: 1302.

3. Íàçîâ¼ì òèïè÷íûì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ðàçìåðû êîòîðîãî (äëèíà, øèðèíà

è âûñîòà) ðàçëè÷íû. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ðàçðåçàòü

êóá? Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.4.

4. Ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî íðàâèòñÿ Ëèäèè, åñëè íè îäíà èç öèôð â åãî çàïèñè íå äåëèòñÿ íà 3. Íàéäèòå

îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íðàâÿòñÿ Ëèäèè.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.5.

5. Êàæäàÿ êëåòêà äîñêè 100× 100 ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè áåëûé öâåò. Íàçîâ¼ì êëåòêó ðàâíîâåñíîé,

åñëè ñðåäè å¼ ñîñåäåé ïîðîâíó ñèíèõ è áåëûõ. Äëÿ êàêèõ n ìîæíî ðàñêðàñèòü äîñêó òàê, ÷òîáû íà

íåé áûëî ðîâíî n ðàâíîâåñíûõ êëåòîê? (Êëåòêè ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê � 0 (íàïðèìåð, åñëè âñå

êëåòêè áåëûå).

Íàéä¼ì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê. Êëåòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå äîñêè, íî

íå â óãëó, íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíîâåñíûìè, ïîñêîëüêó ó íèõ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ñîñåäåé (òðè).

Òàêèõ êëåòîê 4 · 98 = 392. Âñå îñòàëüíûå êëåòêè ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîâåñíûìè, íàïðèìåð, ïðè

ïîëîñàòîé ðàñêðàñêå (ñì. ðèñóíîê a). Êîëè÷åñòâî ýòèõ êëåòîê 10000− 392 = 9608.

Áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî r äîñòèæèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ñ r ðàâíîâåñíûìè êëåòêàìè. Ìû

çíàåì, ÷òî ÷èñëà 0 è 9608 äîñòèæèìû. Äîêàæåì, ÷òî âñå ÷èñëà îò 0 äî 9608 òîæå äîñòèæèìû.

Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì áåëóþ äîñêó è áóäåì ïîñòåïåííî çàêðàøèâàòü å¼ â ïîëîñàòóþ ðàñêðàñêó. Ïî-

ñêîëüêó çàêðàñêà îäíîé êëåòêè âëèÿåò òîëüêî íà ðàâíîâåñíîñòü å¼ ñîñåäåé, òî ñ êàæäîé íîâîé



çàêðàøåííîé êëåòêîé ÷èñëî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 4. Â íà÷àëå ïðîöåññà

îíî ðàâíî 0, à â êîíöå � 9608. Çíà÷èò, ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè äîñòèæèìûìè ÷èñëàìè

â ïðîìåæóòêå îò 0 äî 9608 íå ïðåâîñõîäèò 4.

Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ èçìåíÿòü êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê íà 1, 2 èëè 3. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì

äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè ÷èñëî r 6 5000 äîñòèæèìî, òî ÷èñëà r + 1, r + 2, r + 3 äîñòèæèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå íà äîñêå ìíîãî ñâîáîäíîãî (áåëîãî) ìåñòà. Ìîæíî ïîìåñòèòü âäàëåêå îò îñòàëüíûõ

ñèíèõ êëåòîê äâå ñèíèõ êëåòêè, ìåæäó êîòîðûìè ðîâíî îäíà áåëàÿ (ñì. ðèñóíîê b) � ýòî óâåëè÷èò

êîëè÷åñòâî ðàâíîâåñíûõ êëåòîê íà 1; òàê ìîæíî ñäåëàòü äàæå òðèæäû.

2) Åñëè ÷èñëî r > 5000 äîñòèæèìî, òî ÷èñëà r− 1, r− 2, r− 3 äîñòèæèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå íà äîñêå ìíîãî ñèíèõ ïîëîñ. Ìîæíî ïåðåêðàñèòü ñàìóþ ëåâóþ êëåòêó ëþáîé èç ýòèõ ïîëîñ

â áåëûé öâåò (ñì. ðèñóíîê c), è ñîñåäíÿÿ ñ íåé êëåòêà ïåðåñòàíåò áûòü ðàâíîâåñíîé. Òàê ìîæíî

ñäåëàòü äàæå òðèæäû.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷èñëà îò 0 äî 5000, äîñòèæèìû; èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî

äîñòèæèìû âñå ÷èñëà îò 5000 äî 9608.

Îòâåò: îò 0 äî 9608 âêëþ÷èòåëüíî.


