
Çàäà÷è äëÿ 10 êëàññà

1. Â íåêîòîðîì òðåóãîëüíèêå ñóììà òàíãåíñîâ óãëîâ îêàçàëàñü ðàâíà 2016. Îöåíèòå (õîòÿ áû ñ òî÷-

íîñòüþ äî 1 ãðàäóñà) âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî èç åãî óãëîâ.

Ðåøåíèå. Îäèí èç òàíãåíñîâ äîëæåí ïðåâîñõîäèòü 600. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ óãëà, î÷åíü

áëèçêîãî ê 90◦. Äîêàæåì, ÷òî îí ïðåâîñõîäèò 89,5◦. Ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî tg 0,5◦ >
1/600.
Íà÷í¼ì ñ ðàâåíñòâà sin 30◦ = 1/2. Çàìåòèì, ÷òî sin 2x = 2 sinx cosx, ïîýòîìó sinx = sin 2x

2 cosx > sin 2x
2

äëÿ îñòðûõ óãëîâ. Îòñþäà:

sin 32◦ > 1/2; sin 16◦ > 1/4; sin 8◦ > 1/8;
sin 4◦ > 1/16; sin 2◦ > 1/32; sin 1◦ > 1/64;
sin 0,5◦ > 1/128 > 1/600; tg 0,5◦ > 1/600.

Èòàê, îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà çàêëþ÷¼í â ïðîìåæóòêå îò 89,5 äî 90 ãðàäóñîâ. Çàìåòèì, ÷òî

îí ìîæåò îêàçàòüñÿ è íå ñàìûì áîëüøèì; íî â ýòîì ñëó÷àå ñàìûé áîëüøîé óãîë ìåíüøå 90,5◦.
Çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàäóñà íàèáîëüøèé óãîë â ëþáîì ñëó÷àå ðàâåí 90◦.

2. Íàçîâ¼ì òèïè÷íûì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âñå ðàçìåðû êîòîðîãî (äëèíà, øèðèíà

è âûñîòà) ðàçëè÷íû. Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òèïè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî ðàçðåçàòü

êóá? Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî.

Ðåøåíèå: ñì. çàäà÷ó 6.4.

3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ 2n + n2016 � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

• Åñëè n ÷¼òíî, òî äàííîå ÷èñëî òîæå ÷¼òíî (è áîëüøå äâóõ ïðè n > 0).

• Åñëè n íå÷¼òíî è íå äåëèòñÿ íà 3, òî 2n äà¼ò îñòàòîê 2 îò äåëåíèÿ íà 3, à n2016 = (n504)4 äà¼ò
îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 3, ïîýòîìó ñóììà äåëèòñÿ íà 3 (è áîëüøå òð¼õ ïðè n > 1). Ïðè n = 1
ðåçóëüòàò ðàâåí 3, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

• Íàêîíåö, ïóñòü n äåëèòñÿ íà 3 (è íå÷¼òíî, ÷òî íå èñïîëüçóåòñÿ). Òîãäà ÷èñëî, î êîòîðîì èä¼ò

ðå÷ü, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êóáîâ: åñëè n = 3k, òî
2n + n2016 = (2k)3 + (n672)3 = (2k + n672) · (22k − 2k · n672 + n2·672) � ñîñòàâíîå ÷èñëî

(î÷åâèäíî, ÷òî 1 < 2k + n672 < 2n + n2016 ïðè > 3).

Îòâåò: n = 1.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêåABCD âíóòðè òðåóãîëüíèêàADC âûáðàíà òî÷êàE, ïðè÷¼ì ∠BAE =
∠BEA = 80◦, ∠CAD = ∠CDA = 80◦, ∠EAD = ∠EDA = 50◦. Äîêàæèòå, ÷òî 4BEC ðàâíîñòî-

ðîííèé.

Ðåøåíèå.



1. Èç èçâåñòíûõ óãëîâ íàõîäèì: ∠AED = 80◦, ∠CAE = 80◦−50◦ = 30◦, ∠BAC = 80◦−30◦ = 50◦.

2. Òî÷êè C è E ðàâíîóäàëåíû îò êîíöîâ îòðåçêà AD, ïîýòîìó ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-

êóëÿðå ê íåìó. Çíà÷èò, CE � îñü ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà ACD, è ∠AEC = ∠DEC.

3. Çíà÷èò, ∠AED + 2∠AEC = 360◦, îòêóäà ∠AEC = 140◦, ∠BEC = ∠AEC − ∠AEB = 60◦.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî BE = EC.

4. Îòìåòèì íà ëó÷å EC òàêóþ òî÷êó F , ÷òî EF = EB, òîãäà 4BEF ðàâíîñòîðîííèé.

5. BF = BE, BE = BA, ïîýòîìó BF = BA. Çíà÷èò , 4BAF ðàâíîáåäðåííûé. Åãî óãîë ïðîòèâ

îñíîâàíèÿ ðàâåí ∠ABF = ∠ABE + ∠EBF = 20◦ + 60◦ = 80◦, ïîýòîìó óãîë ïðè îñíîâàíèè

∠BAE = 180◦−80◦

2 = 50◦.

6. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî óãîë BAF ñîâïàäàåò ñ óãëîì BAC, òî åñòü òî÷êà F � ñ òî÷êîé C. Èòàê,
4BEC ðàâíîñòîðîííèé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Â èãðå ¾ñåò¿ ó÷àñòâóþò âñåâîçìîæíûå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç öèôð 1, 2, 3 (êàæäîå

÷èñëî ïî îäíîìó ðàçó). Ãîâîðÿò, ÷òî òðîéêà ÷èñåë îáðàçóåò ñåò, åñëè â êàæäîì ðàçðÿäå ëèáî âñå

òðè ÷èñëà ñîäåðæàò îäíó è òó æå öèôðó, ëèáî âñå òðè ÷èñëà ñîäåðæàò ðàçíûå öèôðû.

Ñëîæíîñòüþ ñåòà áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçðÿäîâ, ãäå âñå òðè öèôðû ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 1232, 2213, 3221 îáðàçóþò ñåò ñëîæíîñòè 3 (â ïåðâîì ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ âñå òðè

öèôðû, âî âòîðîì � òîëüêî äâîéêà, â òðåòüåì � âñå òðè öèôðû, â ÷åòâ¼ðòîì � âñå òðè öèôðû);

÷èñëà 1231, 1232, 1233 � ñåò ñëîæíîñòè 1 (â ïåðâûõ òð¼õ ðàçðÿäàõ öèôðû ñîâïàäàþò, è òîëüêî â

÷åòâ¼ðòîì âñå öèôðû ðàçëè÷íû). À ÷èñëà 1123, 2231, 3311 âîîáùå íå îáðàçóþò ñåòà (â ïîñëåäíåì

ðàçðÿäå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû è òðîéêà).

Ñåòîâ êàêîé ñëîæíîñòè â èãðå áîëüøå âñåãî è ïî÷åìó?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ñåò, â êîòîðîì îíè âñòðå÷à-

þòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òðåòüå ÷èñëî ýòîãî ñåòà ñòðîèòñÿ òàê: â òåõ ðàçðÿäàõ, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà

ñîâïàäàþò, òðåòüå ÷èñëî èìååò òàêóþ æå öèôðó; â ðàçðÿäå, ãäå ïåðâûå äâà ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ,

òðåòüå ÷èñëî ïîëó÷àåò îñòàâøóþñÿ öèôðó. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë 1231 è 1223 òðåòüèì â ñåòå áóäåò

1212.

Íàçîâ¼ì ¾óïîðÿäî÷åííûì ñåòîì¿ ñåò èç òð¼õ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ ïîðÿäêà. Çà-

ìåòèì, ÷òî êàæäûé íåóïîðÿäî÷åííûé ñåò {a, b, c} ñîîòâåòñòâóåò øåñòè óïîðÿäî÷åííûì: (a, b, c),
(a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). Ïîýòîìó âìåñòî êîëè÷åñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ìîæ-
íî ñðàâíèâàòü êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ (èõ â 6 ðàç áîëüøå). Êàæäûé óïîðÿäî÷åííûé ñåò (a, b, c)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ÷èñåë (a, b).
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ñëîæíîñòè k > 0. Êàæäûé òàêîé ñåò ìîæåò íà÷èíàòü-
ñÿ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì a (81 âàðèàíò). Â ýòîì ÷èñëå íóæíî âûáðàòü k ðàçðÿäîâ (Ck

4 ñïîñîáîâ

âûáîðà) è â êàæäîì èç íèõ çàìåíèòü öèôðó íà îäíó èç äâóõ îòëè÷íûõ îò íå¼ (2k ñïîñîáîâ). Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÷èñëî b, êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñåò. Èòîãî ïîëó÷àåì 81 · Ck
4 · 2k óïî-

ðÿäî÷åííûõ ñåòîâ ñëîæíîñòè k.
Ñðàâíèâàÿ ÷èñëà f(k) = Ck

4 · 2k äëÿ ðàçíûõ k, ïîëó÷àåì: f(1) = 8, f(2) = 24, f(3) = 32, f(4) = 16.
Êàê âèäèì, íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñåòîâ èìååò ñëîæíîñòü k = 3.

Îòâåò: áîëüøå âñåãî ñåòîâ ñëîæíîñòè 3.


