
áàëëû çàäà÷è

12

1. Â òàáëèöå 9×9 ðàññòàâëåíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ñóì-
ìà êîòîðûõ ðàâíà 2S. Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà âîç-
ðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî, à â êàæäîì ñòîëáöå - ñíèçó ââåðõ. Ìîæåò
ëè ñóììà ÷èñåë â öåíòðàëüíîì êâàäðàòå 5× 5 áûòü áîëüøå S?

15
2. Äàí îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ðàäèóñû

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè AC è BD.

15

3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .
êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâíî ñóììå äâóõ
ïðåäûäóùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íåò íè îä-
íîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà 7.

20

4. Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî äëè-
íû âñåõ ðåáåð èððàöèîíàëüíû, à îáúåì, ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü è
á�îëüøàÿ äèàãîíàëü � ÷èñëà öåëûå? (Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëå-

ïèïåä � ýòî ôèãóðà â ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìàÿ íåðàâåíñòâàìè
0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c, ãäå a, b, c > 0 � ôèêñèðîâàí-
íûå ÷èñëà. Á�îëüøàÿ äèàãîíàëü � ýòî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè ïàðàëëåëåïèïåäà.)

32

5. Äàíî íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà S. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî
âûáðàòü íåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
n < 100 ñóììà âûáðàííûõ ÷èñåë îòëè÷àëàñü îò nS

100
íå áîëåå ÷åì

íà 1
100

.

28

6. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íàáîðû èç ñåìè ãèðü ñ ñóììàðíûì âåñîì 1 (âåñ
êàæäîé ãèðè íåîòðèöàòåëåí). Íàçîâåì ïîäíàáîð áîëüøèì, åñëè
ñóììà âåñîâ ãèðü ïîäíàáîðà áîëüøå èëè ðàâíà 2/3. Äëÿ êàæäî-
ãî íàáîðà íàéäåì ÷èñëî áîëüøèõ ïîäíàáîðîâ. Íàéäèòå ìèíèìóì
ýòîãî ÷èñëà ïî âñåì íàáîðàì.

7. Äàíû m ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: A1, . . . , Am.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Ai| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai. Ðàññìîò-
ðèì íåðàâåíñòâî

n2

m
i,j,k=1

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≥ (|A1|+ · · ·+ |Am|)3,

â êîòîðîì èíäåêñû i, j, k ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî m, òî
åñòü â ñóììå âñåãî m3 ñëàãàåìûõ.

15 à) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè m = 3.

25 á) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì m.
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