
9 êëàññ

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðèâåäåíî óñëîâèå, îòâåò, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ è ïîëíîå ðåøå-
íèå, à òàêæå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, äîñòîïðèìå÷àòåëüíûå ðåøåíèÿ, ïðèäóìàííûå ó÷àñòíè-
êàìè îëèìïèàäû. Ïî êàæäîé çàäà÷å îöåíêà � 0� ñòàâèëàñü â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ÷èñòîâèêå
ñëåäîâ ðàáîòû íàä çàäà÷åé è îòñûëîê ê ÷åðíîâèêó, ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà � +� ñòàâèëàñü
çà ïîëíîå ðåøåíèå, ïðîìåæóòî÷íûå îöåíêè -/. < -/+ < +/3 < +/2 < +/- < +/. ñòàâè-
ëèñü çà ðåøåíèÿ ñ ïðîáåëàìè èëè îøèáêàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ðàçäåëå �êðèòåðèè�, à
îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà �-� ñòàâèëàñü çà ëþáóþ ðàáîòó íàä çàäà÷åé, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ
íèêàêèì èç óêàçàííûõ êðèòåðèåâ (â ÷àñòíîñòè, êðîìå çàäà÷è 1, çà îòâåò áåç êàêîãî-ëèáî
îáîñíîâàíèÿ). Ëþáûå äðóãèå çíàêè îöåíîê, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, îçíà÷àþò � -�.

9.1. Äàí êâàäðàò ñ äëèíîé ñòîðîíû 9. Ðàçáåéòå åãî íà äåâÿòü íåïåðåêðûâàþùèõñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì êâàäðàòà, òàê,
÷òîáû ïëîùàäè ýòèõ äåâÿòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Îòâåò:

9.2. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êðóã íà ÷àñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû à) öåíòð êðóãà íàõî-
äèëñÿ íà ãðàíèöå êàæäîé èç ÷àñòåé è á) èç íåêîòîðûõ ÷àñòåé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
ðàçðåçàíèÿ, ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü âïèñàííûé â ýòîò êðóã ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê?
Åñëè ìîæíî, òî îïèøèòå ðàçðåçàíèå è óêàæèòå, êàê ñîñòàâèòü øåñòèóãîëüíèê èç ïîëó÷åí-
íûõ ÷àñòåé; åñëè íåò, òî äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ.

Îòâåò: Âïèøåì â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì r ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëü-
íèê ABCDEF , ðàçðåæåì îêðóæíîñòü ïî îòðåçêàì AO, CO, EO è äóãàì îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðàìè A, C è E, ðàäèóñîì r è êîíöàìè â òî÷êàõ B, D è F (íà êàðòèíêå ñëåâà). Òàêæå
ðàçðåæåì ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè A,B,C,D,E, F ,
ðàäèóñîì r, îáùèì êîíöîì O è ñî âòîðûìè êîíöàìè â òî÷êàõ B,C,D,E, F,A ñîîòâåòñòâåí-
íî (íà êàðòèíêå ñïðàâà). Òîãäà êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè íà ëåâîé êàðòèíêå ðàâíû
êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêàì íà ïðàâîé.
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Êðèòåðèè

+/- òîëüêî ðèñóíîê ïðàâèëüíîãî îòâåòà, áåç ïîÿñíèòåëüíîãî òåêñòà îäíîçíà÷íî õà-
ðàêòåðèçóþùåãî íàðèñîâàííîå ïîñòðîåíèå è äîêàçûâàþùåãî åãî êîððåêòíîñòü.

-/. ñàìî ðàçðåçàíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, íî ïðè ñêëàäûâàíèè øåñòèóãîëü-
íèêà ÷àñòè ïåðåêðûâàþòñÿ. Ïðè ýòîì ïðèñóòñòâóåò ðèñóíîê, èç êîòîðîãî ïîíÿòíî, êàê
íóæíî ñêëàäûâàòü.

Â ÷àñòíîñòè, çà ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ óñëîâèÿ à) è á) íå áûëè âûïîëíåíû îäíîâðåìåííî,
ñòàâèëàñü îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà (îáîçíà÷åíèÿ - èëè ∗).

9.3. Òðèíîìîì ñòåïåíè p íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà f(x) = xp + axq + 1, ãäå p, q �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, q < p, è a � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (áûòü ìîæåò, ðàâíîå 0).
Íàéäèòå âñå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x12 + 1 â ïðîèçâåäåíèå ïàðû òðèíîìîâ.

Îòâåò: (x4 + 1)(x8 − x4 + 1), (x6 −
√

2x3 + 1)(x6 +
√

2x3 + 1).
Êðèòåðèè

îöåíêà +/- ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé ïîíÿòíî îïèñàí òîò èëè èíîé êîíå÷íûé
íàáîð àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ äëÿ òðèíîìîâ-ñîìíîæèòåëåé (ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì
íåðåàëèçóåìîñòè âñåõ îòáðàñûâàåìûõ ñëó÷àåâ), è áÎëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ àëüòåðíàòèâíûõ
âàðèàíòîâ ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíà, îäíàêî, îäèí-äâà âàðèàíòà áûëè ðàññìîòðåíû ñ îøèáêîé
â âû÷èñëåíèÿõ è/èëè íå äîâåäåíû äî êîíöà èëè íå ðàññìîòðåíû âîâñå, ÷òî ïðèâåëî àâòîðà
ðàáîòû ê ïîòåðå îäíîãî èç äâóõ ðåøåíèé.

îöåíêà +/2 ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé ïðåäúÿâëåíû îáà âåðíûõ îòâåòà (îáû÷íî
ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ôîðìóë ñóììû êóáîâ è ðàçíîñòè êâàäðàòîâ), íî äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò, îòñóòñòâóåò èëè æå áåñïåðñïåêòèâíî íåïðàâèëüíî.

îöåíêà -/+ ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé êîòîðîé ïðåäúÿâëåí îäèí èç îòâåòîâ (îáû÷-
íî ïîëó÷åííûé ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ñóììû êóáîâ èëè ðàçíîñòè êâàäðàòîâ), íî äîêàçà-
òåëüñòâî òîãî, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò, îòñóòñòâóåò èëè æå áåñïåðñïåêòèâíî íåïðàâèëüíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü (xp + axq + 1)(xr + bxs + 1) = x12 + 1 (∗).
Òàê êàê ñòåïåíè ìîíîìîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâíû, òî p + r = 12. ×èñëà a è b íå ðàâíû

íóëþ îäíîâðåìåííî (èíà÷å ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â ëåâîé ÷àñòè
îêàæåòñÿ õîòÿ áû òðè ìîíîìà).

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îäíî èç ÷èñåë a è b ðàâíî 0 (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
a = 0). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) ðàâíà xp + 1 + bxs+p + bxs + x12 + xr. Òàê êàê
êàæäûé èç ìîíîìîâ xp è xr äîëæåí ñîêðàòèòüñÿ ñ êàêèì-òî èç äðóãèõ, òî êàæäîå èç ÷èñåë
p è r äîëæíî áûòü ðàâíî îäíîìó èç ÷èñåë s è s+ p. Òàê êàê ïðè ýòîì p < s+ p, òî p = s è
r = p + s = 2s. Òàê êàê p + r = 3s = 12, ïîëó÷àåì s = 4, p = 8, r = 12, b = −1, ò.å. ïåðâûé
èç äâóõ îòâåòîâ.

Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëà a è b íåíóëåâûå. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñêðûòèå ñêî-
áîê â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗) äàåò äåâÿòü ìîíîìîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ ïåðå÷èñëåíû â
ñëåäóþùåé òàáëèöå:

12 p+s p
q+r q+s q
r s 0

Òàê êàê âñå ìîíîìû, êðîìå x12 è 1, äîëæíû ñîêðàòèòüñÿ äðóã ñ äðóãîì, òî âñå ïåðå-
÷èñëåííûå â òàáëèöå ñòåïåíè, êðîìå 12 è 0, äîëæíû ðàçáèâàòüñÿ íà ãðóïïû ðàâíûõ ÷èñåë
(ïðè÷åì êàæäàÿ ãðóïïà äîëæíà ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì èç îäíîãî ÷èñëà). Â îäíîé ãðóïïå íå
ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî ëåâåå è âûøå äðóãîãî (ëèáî ñòðîãî
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ëåâåå, ëèáî ñòðîãî âûøå), ïîòîìó ÷òî òîãäà âòîðîå ÷èñëî ñòðîãî áîëüøå ïåðâîãî. Ïîýòîìó
ãðóïïà íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå òðåõ ÷èñåë, à ãðóïïà èç òðåõ ÷èñåë ìîæåò ñîñòîÿòü òîëü-
êî èç ÷èñåë r, q+ s, p. Ïîýòîìó ÷èñëà â òàáëèöå ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ãðóïïû: r = q+ s = p,
s = q, q + r = p + s. Îòñþäà ïîëó÷àåì q = s = 3 è p = r = 6. Ïîäñòàâëÿÿ x = 1 è x = −1 â
ðàâåíñòâî (∗), ïîëó÷àåì 2 = (2 + a)(2 + b) = (2− a)(2− b), îòêóäà íàõîäèì a = −b = ±

√
2,

ò.å. âòîðîé èç äâóõ îòâåòîâ.

9.4. Âäîëü áåðåãà êðóãëîãî îçåðà ïåðèìåòðîì 1 êì ïëûâóò äâà ëîñîñÿ � îäèí ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 500 ì/ìèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, äðóãîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 750
ì/ìèí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî êðàþ áåðåãà ìå÷åòñÿ ìåäâåäü, âñåãäà áåãóùèé âäîëü
áåðåãà ñî ñêîðîñòüþ 200 ì/ìèí â íàïðàâëåíèè áëèæàéøåãî ê íåìó ëîñîñÿ. Ñêîëüêî ïîëíûõ
îáîðîòîâ âîêðóã îçåðà ñäåëàåò ìåäâåäü çà îäèí ÷àñ?

Îòâåò: 7.
Êðèòåðèè

-/. äëÿ êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìåäâåäÿ è ðûá ïðèâåäåíû ïðÿìûå âû-
÷èñëåíèÿ èõ ïåðåìåùåíèé íà ïðîòÿæåíèè äâóõ èëè áîëåå îáîðîòîâ ìåäâåäÿ âîêðóã îçåðà,
à çàòåì ÿâíî ñäåëàíî íåîáîñíîâàííîå (õîòÿ è èíòóèòèâíî âåðíîå) óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü îáðàùåíèÿ ìåäâåäÿ âîêðóã îçåðà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà òîé, êîòîðàÿ ïî-
ëó÷èëàñü â ýòîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå. Íà ýòîì îñíîâàíèè ïîëó÷åí îòâåò ñ òî÷íîñòüþ
äî 10%.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìåäâåäü áåæèò ê áëèæàéøåìó ëîñîñþ, åñëè è òîëüêî åñëè îí
áåæèò îò òî÷êè íà áåðåãó, ðàâíîóäàëåííîé îò ëîñîñåé è íå îòäåëåííîé îò ìåäâåäÿ ëîñîñÿìè.
Òàê êàê îáå ðàâíîóäàëåííûå îò ëîñîñåé òî÷êè äâèæóòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñî ñêîðî-
ñòüþ |750− 500|/2 = 125 < 200ì/ìèí, òî îíè íèêîãäà íå äîãîíÿò ìåäâåäÿ, è ìåäâåäü íèêî-
ãäà íå îêàæåòñÿ â òàêîé òî÷êå (êðîìå, âîçìîæíî, íà÷àëüíîãî ìîìåíòà). Òàê êàê êàæäàÿ
èç ýòèõ òî÷åê çà ÷àñ ïðîáåæèò 125 · 60 ìåòðîâ, òî ñäåëàåò ðîâíî 125 · 60/1000 = 15/2 = 7, 5
îáîðîòîâ âîêðóã îçåðà. Ïîýòîìó ìåäâåäü, íè ðàçó íå ïåðåñåêøèé íè îäíó èç ýòèõ òî÷åê,
ñäåëàåò ñòðîãî áîëüøå 7, íî ñòðîãî ìåíüøå 8 îáîðîòîâ, òî åñòü 7 ïîëíûõ îáîðîòîâ.

9.5. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1, BB1, CC1. Íà ñòî-
ðîíå AB âûáðàíà òî÷êà P òàê, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà PA1B1,
êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB. Íàéäèòå PC1, åñëè PA = 30 è PB = 10.

Îòâåò: 6.
Êðèòåðèè

+/2 Ðåøåíèå ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàëåíüêàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîëüøîé
(ò.å. êîãäà òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé), áåç îáîñíîâàíèÿ, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò ðàäèóñà
îêðóæíîñòè.

+/. Ðåøåíèå êîîðäèíàòíûì ìåòîäîì (èëè ëþáûì äðóãèì), äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
ðàäèóñ ìàëåíüêîé îêðóæíîñòè ïðèíÿò ðàâíûì êîíêðåòíîìó ÷èñëó, îäíàêî òðåóãîëüíèê
îñòà¼òñÿ îñòðîóãîëüíûì. (Ôàêòè÷åñêè ýòî ðåøåíèå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò îáùåãî ñëó÷àÿ:
íóæíî ëèøü âìåñòî ÷èñëà ïîäñòàâèòü r è ïîâòîðèòü âñå âû÷èñëåíèÿ).

Ðåøåíèå.
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Ïðîäîëæèì A1B1 äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AB â òî÷êå X. Òîãäà XP 2 = XA1 · XB1 =
XA · XB (÷åòûðåõóãîëüíèê AB1A1B - âïèñàííûé). Ïóñòü XB = t. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(t + 10)2 = t(t + 40), îòêóäà t = 5.
Èç òîãî æå óñëîâèÿ âïèñàííîñòè 4-óãîëüíèêà AB1A1B ïîëó÷àåì

cosA

cosB
=

AB1

BA1

=
B1X

BX
(4AB1X ∼ 4A1BX),

sinB

sinA
=

AA1

BB1

=
AX

B1X
(4AA1X ∼ 4B1BX).

Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷àåì

tgB

tgA
=

AX

BX
= 9 =

AC1

C1B
⇒ C1B = 4.

Âòîðîé ñïîñîá (ïðåäëîæåí ó÷àñòíèêîì îëèìïèàäû)
Òàê æå, êàê è â ïåðâîì ñïîñîáå, ïðîäîëæèì ïðÿìóþ A1B1 äî òî÷êè X è íàéä¼ì

XB = 5, XP = 15, XA = 45. Äàëåå, ïóñòü M - ñåðåäèíà AB. Òî÷êè A1, B1, C1,M ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè (îêðóæíîñòü 9 òî÷åê). Îòñþäà XM ·XC1 = XA1 ·XB1 = XA ·XB ⇒
XC1 = 5·45

25
= 9⇒ PC1 = 6.

Òðåòèé ñïîñîá (ïðåäëîæåí ó÷àñòíèêîì îëèìïèàäû)

Ïóñòü K,L - âòîðûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòðîíàìè AC,BC. Òîãäà ∠CAB =
∠CA1B1 = ∠CKL ⇒ KL ‖ AB ⇒ AC

BC
= AK

BL
. Îòñþäà è èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëíèêîâ

CB1C1B, CA1C1A ïîëó÷àåì

30 + PC1

10− PC1

=
AC1

BC1

=
AC1 · AB
BC1 · AB

=
AB1 · AC
BA1 ·BC

=
AB1 · AK
BA1 ·BL

=
AP 2

BP 2
= 9⇒ PC1 = 6.
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9.6. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ó íèõ åñòü ïëèòêà øîêîëàäà, ðàçäåëåííàÿ áî-
ðîçäêàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì ïëèòêè, íà äîëüêè. Áîðîçäêè ðàçáèâàþò ïëèòêó íà
M âåðòèêàëüíûõ è N ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê. Ïåðâûé èãðîê ñâîèì õîäîì ëîìàåò ïëèòêó
âäîëü îäíîé èç áîðîçäîê íà äâå ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè è îòäàåò èõ âòîðîìó. Âòîðîé èãðîê
âûáèðàåò îäíó èç ÷àñòåé, ñúåäàåò åå, à äðóãóþ ëîìàåò ïî áîðîçäêå è îòäàåò ïîëó÷èâøèåñÿ
äâå ÷àñòè ïåðâîìó. Ïåðâûé èãðîê ñúåäàåò îäíó èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé, à äðóãóþ ëîìàåò è
îòäàåò, è âñå ïîâòîðÿåòñÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Ïðè êàêèõ M è
N ïåðâûé èãðîê ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé âòîðîãî
èãðîêà?

Îòâåò: Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ M, íå ñîâïàäàåò ñ òàêî-
âîé äëÿ N.

Êðèòåðèè

+ ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.
+/- ïðàâèëüíûé îòâåò è íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ïëèòêè 2n×(2m+1),

íî íå îãðàíè÷èâàÿñü èì.
+/2 ðàçîáðàíû ñëó÷àè ïëèòêè 2n× (2m + 1) è 4n× (4m + 2).
+/3 äîêàçàíî, ÷òî ïëèòêà ðàçìåðà 2n× (2m + 1) èëè n× 2n � ïîäõîäÿùàÿ.
-/+ íà÷àòî ïîñòðîåíèå ðàçäåëåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåðîâ ïëèòîê íà âûèãðûøíûå

è ïðîèãðûøíûå; ëèáî òî æå, ÷òî +/3, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè íåäî÷åòàìè; ëèáî ðàçîáðàí ñëó÷àé
ïëèòêè n× (2n + 1).

-/. ðàçîáðàíî êîíå÷íîå, áîëüøåå 3, ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ, âåäóùèõ ê âûèã-
ðûøó; ëèáî ðàçîáðàí ñëó÷àé ïëèòêè 1× 2n.

Ðåøåíèå. Íàçîâåì ïëèòêó ïðîèãðûøíîé, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, íà êî-
òîðóþ äåëèòñÿ åå øèðèíà, ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ
åå øèðèíà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèãðûøíóþ ïëèòêó íåëüçÿ ðàçëîìèòü íà äâå ïðîèãðûøíûõ:
äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïëèòêà ñîñòîèò èç äâóõ ïðîèãðûøíûõ ÷àñòåé, òî èõ îáùàÿ ñòîðîíà
èìååò äëèíó 2s(2k + 1), à îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû ðàâíû 2s(2m + 1) è 2s(2n + 1), ïîýòîìó âñÿ
ïëèòêà èìååò ðàçìåðû 2s(2k + 1) è 2s+1(m + n + 1) è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûøíîé.

Åñëè èãðîê ïîëó÷èë ïðîèãðûøíóþ ïëèòêó (â íà÷àëå èãðû) èëè äâå ïðîèãðûøíûå
ïëèòêè (îò ñîïåðíèêà), òî, êàêóþ áû èç íèõ îí íè ñúåë, ïðè ðàçëàìûâàíèè îñòàâøåéñÿ
ïðîèãðûøíîé õîòÿ áû îäèí èç êóñêîâ, êîòîðûå îí îòäàñò ñîïåðíèêó, âûéäåò íåïðîèãðûø-
íûì (ñì. çàìå÷àíèå âûøå). Åñëè æå èãðîê ïîëó÷èë õîòÿ áû îäíó íåïðîèãðûøíóþ ïëèòêó
(â íà÷àëå èãðû èëè îò ñîïåðíèêà), òî åñòü ïëèòêó ðàçìåðà 2s(2k + 1) íà 2t(2m + 1) ïðè
s > t, òî âñåãäà ñìîæåò ðàçëîìèòü åå íà äâå ïðîèãðûøíûõ, îòäåëèâ îò íåå êóñîê ðàçìåðà
2t íà 2t(2m + 1). Íàçîâåì ýòî ïðàâèëî äåëåíèÿ ïëèòêè âûèãðûøíûì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíàÿ ïëèòêà íå ïðîèãðûøíàÿ, òî ïåðâûé èãðîê êàæäûé õîä
ñìîæåò ïîñòóïàòü ñîãëàñíî âûèãðûøíîìó ïðàâèëó, òàê ÷òî âòîðîé èãðîê âñåãäà áóäåò ïî-
ëó÷àòü îò íåãî òîëüêî ïðîèãðûøíûå ïëèòêè, è ïîýòîìó áóäåò âûíóæäåí îòäàâàòü ïåðâîìó
èãðîêó õîòÿ áû îäíó âûèãðûøíóþ. Ìåíåå ÷åì ÷åðåç M+N õîäîâ ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé èç
îòäàâàåìûõ ïëèòîê óïàäåò äî 1 íà 1, è ïàðà ïëèòîê òàêîãî ðàçìåðà äîñòàíåòñÿ âòîðîìó
èãðîêó, ïîòîìó ÷òî îáå îíè ïðîèãðûøíûå. Â ýòîò ìîìåíò âòîðîé èãðîê ïðîèãðàåò.

Àíàëîãè÷íî, åñëè èñõîäíàÿ ïëèòêà áûëà ïðîèãðûøíàÿ, òî ïåðâûé èãðîê êàæäûé
õîä áóäåò îòäàâàòü âòîðîìó õîòÿ áû îäíó íåïðîèãðûøíóþ ïëèòêó, à âòîðîé êàæäûé õîä
ñìîæåò ïðèìåíÿòü âûèãðûøíîå ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåíåå ÷åì ÷åðåç M+N õîäîâ
ïàðó ïëèòîê ðàçìåðà 1 íà 1 ïîëó÷èò ïåðâûé èãðîê è ïðîèãðàåò.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîé ïëèòêè åñòü îäíî èç äâóõ ñâîéñòâ. Ëè-
áî ïëèòêà ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé, ëèáî ïðîèãðûøíîé. Âûèãðûøíàÿ ïëèòêà ýòà ïëèòêà,
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êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîìèòü òàê, ÷òî íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé îïïîíåíòà îíà ïðèâåäåò ê ïî-
áåäå ëîìàþùåãî ïëèòêó. Ïðîèãðûøíàÿ - ëþáîé ðàçëîì âåäåò ê ïîðàæåíèþ. Âûèãðûøíàÿ
ïëèòêà ìîæåò áûòü ðàçëîìàíà íà äâå ïðîèãðûøíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ëþáîì ðàçëîìå
ïðîèãðûøíîé õîòÿ áû îäíà èç ïëèòîê îêàæåòñÿ âûèãðûøíîé.

Íà÷íåì ïîèñê âûèãðûøíûõ ïëèòîê. Ïóñòü ïëèòêà èìååò âèä 1×m. Ðàññìîòðè âûèã-
ðûøíûå ïîçèöèè. Ïëèòêà 1× 1 ïðîèãðûøíàÿ, 1× 2 � âûèãðûøíàÿ, 1× 3 � ïðîèãðûøíàÿ,
1×4 ðàçáèâàåòñÿ íà 1×1 è 1×3 è ëîìàþùèé âûèãðûâàåò. Åñëè ïëèòêà 1×m ïðîèãðûøíà,
òî ïëèòêà 1× (m+ 1) âûèãðûøíà, ïîñêîëüêó ðàçáèâàåòñÿ íà êóñî÷êè 1×m è 1× 1. Ïóñòü
1×m � âûèãðûøíàÿ ïëèòêà. Äî m âûèãðûøíûå è ïðîèãðûøíûå ïëèòêè ÷åðåäîâàëèñü, à
çíà÷èò âñå âûèãðûøíûå ïëèòêè èìåþò ÷åòíîå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ, è m � ÷åòíî, à m + 1
� íå÷åòíî. Íî íå÷åòíîå ÷èñëî íåëüçÿ ðàçáèòü â ñóììó äâóõ íå÷åòíûõ, ïîýòîìó m + 1 íå
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïðîèãðûøíûõ ïëèòêè, çíà÷èò îíà ïðîèãðûøíàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (2l + 1) × 2k ðàáîòàåò òà æå ñòðàòåãèÿ, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ
1 × 2k. Îòëîìèì êóñî÷åê îò ñòîðîíû 2k. Âòîðîé ïîëó÷èò ïëèòêè (2l + 1) × 1 è (2l + 1) ×
(2k−1). Ïåðâàÿ � ïðîèãðûøíàÿ, ïîýòîìó îí ëîìàåò âòîðóþ, íî ïîñëå ëþáîãî ðàçëîìà õîòÿ
áû îäíà ïëèòêà áóäåò èìåòü ÷åòíóþ ñòîðîíó. Åå âûáèðàåò ïåðâûé è ïîâòîðÿåò äåéñòâèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, îí âñåãäà ìîæåò ñäåëàòü õîä, îïèñàííûé ñòðàòåãèåé, ñ
äðóãîé ñòîðîíû îí íèêîãäà íå ïîëó÷èò äâå ïëèòêè 1×1 ïîñêîëüêó îíè îáå èìåþò íå÷åòíûå
ñòîðîíû. Ïîïóòíî ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå ïëèòêè âèäà (2k + 1)× (2l + 1) � ïðîèãðûøíûå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáå ñòîðîíû ÷åòíû. Ïóñòü ïëèòêà ðàçìåðîì n×m
âûèãðûøíà (ïðîèãðûøíà). Òîãäà ïëèòêà 2n × 2m òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé (ïðîèã-
ðûøíîé).

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî (m+n). Áàçà m+n = 2 è m+n = 3: ïëèòêè
(1, 1) è (2, 2) ïðîèãðûøíûå (ñëó÷àé m + n = 2), à ïëèòêè (1, 2) è (2, 4) âûèãðûøíûå.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü äëÿ âñåõ m + n ≤ k óòâåðæäåíèå âåðíî. Äîêàæåì
äëÿ m + n = k + 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âûèãðûøíîé ïëèòêè. Áåç îãðàíè÷åíèé ìîæåì ñ÷èòàòü
ïåðâûì õîäîì, âåäóùèì ê ïîáåäå äëÿ ïëèòêè (n × m), îòðåçàíèå îò ñòîðîíû n êóñî÷êà
âåëè÷èíû x.Â òàêîì ñëó÷àå ïëèòêà äåëèëàñü íà ÷àñòè x ×m è (n − x) ×m è îáå ïëèòêè
ïðîèãðûøíû. Â íîâîé ïëèòêå îòëîìèì îò 2n êóñî÷åê 2x, ïëèòêà ðàçäåëèòñÿ íà ÷àñòè
ðàçìåðîì 2x×2m è 2(n−x)×2m îíè ïðîïîðöèîíàëüíû x×m è (n−x)×m ñîîòâåòñòâåííî,
à çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíè èíäóêöèè èìåþò îäèíàêîâûå èñõîäû. Ïëèòêè x×m è (n−x)×m
ïðîèãðûøíû, çíà÷èò è ïëèòêè 2x× 2m è 2(n− x)× 2m òàêæå ïðîèãðûøíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèãðûøíîé ïëèòêè. Òîãäà ïðè ëþáîì ðàçëîìå ïëèòêè m × n
îäíà èç ïëèòîê ïàðû áóäåò âûèãðûøíîé. Ïóñòü ïåðâûé ðàçäåëèë íîâóþ ïëèòêó íà ÷àñòè
x × 2m è (2n − x) × 2m. Òîãäà ëèáî x ÷åòíî è x = 2x0, ëèáî x íå÷åòíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïîëó÷àþòñÿ ïëèòêè, îáå ñòîðîíû êîòîðûõ ÷åòíû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíóêöèè èñõîä ó íèõ
òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå x0×m è (n− x0)×m. Ïëèòêè x0×m è (n− x0)×m ïîëó÷àþòñÿ
îòëàìûâàíèåì ÷àñòè x0 îò ïëèòêè n × m. Ïëèòêà n × m ïðîèãðûøíà, à çíà÷èò îäíà èç
ïëèòîê x0 ×m è (n− x0)×m âûèãðûøíà. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ äâå ïëèòêè âèäà
(2k + 1)× 2m, îáå îíè âûèãðûøíû. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçàí.

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ïîëó÷àåò ïëèòêó ðàçìåðà 2k1n × 2k2m, ãäå k1 ≤ k2 è ÷èñëà m,n
íå÷åòíû. Èñõîä ïðè èãðå ñ òàêîé ïëèòêîé ñîâïàäàåò ñ èñõîäîì ïðè èãðå ñ ïëèòêîé n ×
2k1−k2m. Èñõîä äëÿ ïëèòêè, ó êîòîðîé îäíà ñòîðîíà íå÷åòíàÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ
âòîðîé ñòîðîíû. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè k1 = k2, òî ïåðâûé ïðîèãðàåò. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
ïåðâûé âûèãðûâàåò.
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