
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�1 (×åëÿáèíñê)

1. Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1, b2, b3, . . .
ðàâíà 60, ñóììà êâàäðàòîâ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè ðàâíà 1200. Íàéäèòå
ñóììó íîâîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ó êîòî-

ðîé ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí b1, à çíàìåíàòåëü îòëè÷àåòñÿ îò çíàìåíàòåëÿ èñ-

õîäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè òîëüêî çíàêîì.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

(log5 x)
log3 log2 x + (log2 x)

log3 log5 x > 2.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AA1, BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Èç-
âåñòíî, ÷òî 2 · AO = 7 · OA1, BO = 2 · OB1. Íàéäèòå îòíîøåíèå âûñîòû,

îïóùåííîé èç òî÷êè A, ê ðàäèóñó âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæ-

íîñòè.

4. Çàäàíû 2014 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âûáðàòü èç íèõ ëþáûå 100 ÷èñåë,
òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷¼òíîå ÷èñëî. Åñëè âûáðàòü èç íèõ

ëþáûå 1916 ÷èñåë, òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíî íå÷¼òíîå ÷èñëî.

Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ýòèõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 2014 · 2013? Îòâåò îáîñíóéòå.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè ñîñåä-

íèìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

3 tg a · cos 2x+ 3
√
2 cos 3a · cosx+ 3 tg a− ctg a = 0,

ìåíüøå ëèáî ðàâíî π/2.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�2 (×åëÿáèíñê)

1. Ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1, b2, b3, . . .
ðàâíà 70, ñóììà êâàäðàòîâ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè ðàâíà 2100. Íàéäèòå
ñóììó íîâîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ó êîòî-

ðîé ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí (−b1), à çíàìåíàòåëü îòëè÷àåòñÿ îò çíàìåíàòåëÿ

èñõîäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè òîëüêî çíàêîì.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

(log7 x)
log3 log2 x + (log2 x)

log3 log7 x > 2.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AA1, BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Èçâåñòíî, ÷òî 4 · AO = 7 · OA1, 2 · BO = 9 · OB1. Íàéäèòå îòíîøåíèå

âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè A, ê ðàäèóñó âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC
îêðóæíîñòè.

4. Çàäàíû 2014 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âûáðàòü èç íèõ ëþáûå 100 ÷èñåë,
òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷¼òíîå ÷èñëî. Åñëè âûáðàòü èç íèõ

ëþáûå 1916 ÷èñåë, òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíî íå÷¼òíîå ÷èñëî.

Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ ýòèõ ÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 2015 · 2014? Îòâåò îáîñíóéòå.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè ñîñåä-

íèìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

3 tg a · cos 2x+ 3
√
2 cos 3a · cosx+ 3 tg a− ctg a = 0,

ìåíüøå ëèáî ðàâíî π/2.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ âàðèàíòà 1�2

1. Ðåøåíèå. Èç ôîðìóë ñóììû ãåîìåòðè÷åêîé ïðîãðåñèè èçâåñòíî

b1
1− q

= 60,

b21
1− q2

= 1200.

Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå ïîëó÷èì b1
1+q = 20, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

îòâåòîì.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî áûëî áû íàéòè è b1 = 30, q = 1/2.

Îòâåò: 20 (âàðèàíò 1�2: −30).

2. Ðåøåíèå. Î.Ä.Ç. äàííîãî íåðàâåíñòâà x > 1. Íà îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé ðàâíîñèëüíû ïåðåõîäû:

(log2 x)
log3 log5 x > 1 ⇐⇒

(log2 x− 1) · log3 log5 x > 0 ⇐⇒
(x− 2) · (log5 x− 1) > 0 ⇐⇒
(x− 2) · (x− 5) > 0.

Îòâåò: x ∈ (1; 2) ∪ (5;+∞) (âàðèàíò 1�2: x ∈ (1; 2) ∪ (7;+∞)).

3. Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ, îñíîâíîå ñâîéñòâî áèññåêòðèñû íàõîäèì:

AB : BC : AC = 4 : 2 : 3.

Îòêóäà
ha
r

=
2S/a

S/p
=

2p

a
=

2 + 3 + 4

2
=

9

2
.

Îòâåò: 9/2 (âàðèàíò 1�2: 11/4).

4. Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìåíüøå, ÷åì 1915, à
íå÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìåíüøå, ÷åì 99. Ïîýòîìó ÷¼òíûõ ÷èñåë 1915, íå÷¼òíûõ
÷èñåë 99, èõ ñóììà � íå÷¼òíîå ÷èñëî è îíî íå ðàâíî 2014 · 2013.

Îòâåò: Íåò.

5. Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå âèäà

2t2f(a) +
√
2tg(a) + h(a) = 0.

Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü ±1/
√
2. Ïîýòîìó{

f(a) + g(a) + h(a) = 0,

f(a)− g(a) + h(a) = 0,
⇐⇒

{
g(a) = 0,

f(a) + h(a) = 0.

Ò.å. èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî{
cos 3a = 0,

3 tg a = ctg a.

Îòâåò: a = ±π/6 + πn, n ∈ Z.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�1 (Óôà)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
9− x · |x2 − 1| 6

√
9− x · |x2 − 10x+ 13|.

2. Äâà áðàòà ðîäèëèñü â îäèí äåíü, íî â ðàçíûå ãîäû. Îêàçàëîñü, ÷òî â 2014
ãîäó êàæäîìó èç íèõ èñïîëíèëîñü ñòîëüêî ëåò, êàêîâà ñóììà öèôð åãî

ãîäà ðîæäåíèÿ. Îïðåäåëèòå ãîä ðîæäåíèÿ êàæäîãî èç áðàòüåâ.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6 cos 9x · cos 2x = 1 + 3 cos 11x+ 2 cos3 7x.

4. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ð¼áðà SA, SB, SC íå äëèííåå, ÷åì 3, 4 è
5, ñîîòâåòñòâåííî, à ïëîùàäè ãðàíåé SAB, SAC, SBC íå ìåíüøå, ÷åì 6,
15/2 è 10, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû SABC.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
y − a2 + 5(a− 1) = (a2 − 5a+ 6)(x− 3)6 +

√
(x− 3)2,

x2 + y2 = 2(3x− 4)

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�2 (Óôà)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
7− x · |x2 − 3| 6

√
7− x · |x2 − 14x+ 27|.

2. Äâà áðàòà ðîäèëèñü â îäèí äåíü, íî â ðàçíûå ãîäû. Îêàçàëîñü, ÷òî â 2014
ãîäó êàæäîìó èç íèõ èñïîëíèëîñü ñòîëüêî ëåò, êàêîâà ñóììà öèôð åãî

ãîäà ðîæäåíèÿ. Îïðåäåëèòå ãîä ðîæäåíèÿ êàæäîãî èç áðàòüåâ.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6 cos 9x · cos 2x = 1 + 3 cos 11x+ 2 cos3 7x.

4. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ð¼áðà SA, SB, SC íå äëèííåå, ÷åì 3, 4 è
5, ñîîòâåòñòâåííî, à ïëîùàäè ãðàíåé SAB, SAC, SBC íå ìåíüøå, ÷åì 6,
15/2 è 10, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû SABC.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
y − a2 + 5(a− 1) = (a2 − 5a+ 6)(x− 5)6 +

√
(x− 5)2,

x2 + y2 = 2(5x− 12)

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ

1. Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
√
9− x · (|x2 − 10x+ 13| − |x2 − 1|) > 0 ⇐⇒

√
9− x · (x2 − 10x+ 13− x2 + 1)(x2 − 10x+ 13 + x2 − 1) > 0 ⇐⇒

√
9− x · (−5x+ 7)(x2 − 5x+ 6) > 0 ⇐⇒

√
9− x · (x− 7/5)(x− 2)(x− 3) 6 0.

Îòâåò: (−∞; 7/5] ∪ [2; 3] ∪ {9} (âàðèàíò 2�2: (−∞; 15/7] ∪ [3; 4] ∪ {7}).

2. Ðåøåíèå. Åñëè êàêîé-òî èç áðàòüåâ ðîäèëñÿ â 19xy ãîäó, òî ïî óñëîâèþ

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 1900+10x+y+(1+9+x+y) = 2014 ⇔ 11x+2y = 104.
Ïîñêîëüêó x è y � öèôðû, òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííîå:

x = 8, y = 8.

Åñëè æå êòî-òî èç áðàòüåâ ðîäèëñÿ â 20xy ãîäó, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå 11x+ 2y = 12, îòêóäà x = 0, y = 6.

Îòâåò: 1988 è 2006.

3. Ðåøåíèå. Ðåøàåì óðàâíåíèå âèäà

6 cosαx · cosβx = 1 + 3 cos(α+ β)x+ 2 cos3(α− β)x.

Èç ðàâåíñòâà 2 cosαx · cosβx = cos(α + β)x + cos(α − β)x ïîëó÷àåì, ÷òî

èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

2 cos3(α− β)x− 3 cos(α− β)x+ 1 = 0.

Ñäåëàâ çàìåíó t = cos(α − β)x, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 2t3 − 3t + 1 = 0,
êîòîðîå èìååò êîðåíü t = 1. Äåëåíèåì â ñòîëáèê íàõîäèì 2t3 − 3t + 1 =
(t− 1)(2t2 + 2t− 1). Îòêóäà ïîëó÷àåì êîðíè

t1 = 1, t2,3 =
−1±

√
3

2
.

Êîðåíü t3 =
−1−

√
3

2 > 1, à ïîòîìó íå ïîäõîäèò. Òàêèì îáðàçîì

cos(α− β)x = 1 cos(α− β)x =
−1 +

√
3

2
.

Îòâåò: x = 2πk
7 , x = ±arccos((

√
3−1)/2)

7 + 2πl
7 , k, l ∈ Z.

4. Ðåøåíèå. Ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè SAB, ïî óñëîâèþ, íå ìåíüøå 6. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, îíà ðàâíà

1

2
· SA · SB · sin∠ASB 6 1

2
· 3 · 4 · 1 = 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, SA = 3, SB = 4, sin∠ASB = 1, ò.å. SA ïåðïåíäèêóëÿðíî

SB. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî SC = 5 è SC ïåðïåíäèêóëÿðíî SA è SB.
Ïîýòîìó îáú¼ì ïèðàìèäû ðàâåí 1/6 · 3 · 4 · 5 = 10.

Îòâåò: 10.

5. Ðåøåíèå. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó (x−3)2+y2 = 1. Ïîýòî-
ìó åñëè ïàðà ÷èñåë (3 + t0; y0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, òî ðåøåíèåì

áóäåò è ïàðà (3 − t0; y0). Çíà÷èò, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ìîæåò ÿâëÿòü-

ñÿ èëè (3; 1), èëè (3;−1). Ïåðâàÿ ïàðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðè a = 1 èëè
a = 4, âòîðàÿ � ïðè a = 2 èëè a = 3. Ïðè a = 1 èëè a = 4 ñèñòåìà

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó {
y − 1 = 2(x− 3)6 + |x− 3|,
(x− 3)2 + y2 = 1

è èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå (3; 1), òàê êàê ïðè x ̸= 3 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñëåäóåò y > 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðè a = 2 èëè a = 3 ñèñòåìà ïðèíèàìåò

âèä {
y + 1 = |x− 3|,
(x− 3)2 + y2 = 1.

Îòêóäà íàõîäèì òðè ðåøåíèÿ: (3;−1), (4; 0), (2; 0).

Îòâåò: 1 è 4 (â âàðèàíòå 2�2 îòâåò òàêîé æå).



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�1 (Âîðîíåæ)

1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

3xy − y + 3x = 1008.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 3 è 1. Áèñ-
ñåêòðèñà BD ðàâíà

√
2. Íàéäèòå óãîë BAC.

3. Îáùèé âåñ ðþêçàêîâ äâóõ òóðèñòîâ çà âðåìÿ ïîõîäà óìåíüøèëñÿ íà 12
1

3
%.

Ïðè ýòîì âåñ ðþêçàêà ïåðâîãî òóðèñòà óìåíüøèëñÿ íà 15%, à âåñ ðþêçàêà
âòîðîãî � íà 10%. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â êîíöå ïîõîäà ðþêçàê âòîðîãî

òóðèñòà âåñèë íà 1, 2 êã áîëüøå, ÷åì ðþêçàê ïåðâîãî òóðèñòà â íà÷àëå

ïîõîäà. Îïðåäåëèòå ïåðâîíà÷àëüíûé âåñ ðþêçàêîâ êàæäîãî èç òóðèñòîâ.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log 4−x2

3

2

3x2 + x
> −1.

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòå óðàâíåíèå

4− sin2 x+ cos 4x+ cos 2x+ 2 sin 3x sin 7x− cos2 7x− cos2 πa = 0.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�2 (Âîðîíåæ)

1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

5xy + y − 5x = 1038.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû AB è BC ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 4 è 1. Áèñ-
ñåêòðèñà BD ðàâíà

√
2. Íàéäèòå óãîë ACB.

3. Îáùèé âåñ ðþêçàêîâ äâóõ òóðèñòîâ çà âðåìÿ ïîõîäà óìåíüøèëñÿ íà 12
1

3
%.

Ïðè ýòîì âåñ ðþêçàêà ïåðâîãî òóðèñòà óìåíüøèëñÿ íà 15%, à âåñ ðþêçàêà
âòîðîãî � íà 10%. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî â êîíöå ïîõîäà ðþêçàê âòîðîãî

òóðèñòà âåñèë íà 1, 2 êã áîëüøå, ÷åì ðþêçàê ïåðâîãî òóðèñòà â íà÷àëå

ïîõîäà. Îïðåäåëèòå ïåðâîíà÷àëüíûé âåñ ðþêçàêîâ êàæäîãî èç òóðèñòîâ.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log 4−x2

3

2

3x2 + x
> −1.

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a ðåøèòå óðàâíåíèå

3 + cos2 x+ cos 4x+ cos 2x+ 2 sin 3x sin 7x− cos2 7x− cos2 πa = 0.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ

1. Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî (3x − 1)(y + 1) = 1007. Îñòà-
åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî 1007 = 19 · 53, è ïåðåáîðîì öåëûõ äåëèòåëåé ðåøèòü

óðàâíåíèå.

Îòâåò: x = 18, y = 18 (â âàðèàíòå 3�2: x = 12, y = 18).

2. Ðåøåíèå. Èç îñíîâíîãî ñâîéñòâà áèññåêòðèñû âûòåêàåò AD : DC = 3 : 1.
Ïóñòü DC = x, AD = 3x. Ñïðàâåäëèâî

BD2 = AB ·BC −AD ·DC.

Îòêóäà 2 = 3(1 − x2) è x = 1/
√
3. Èç òåîðåìû êîñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå

ABD, íàõîäèì
2 = 9(1 + x2)− 18x cos∠BAC.

Ñëåäîâàòåëüíî cos∠BAC = 5/(3
√
3).

Îòâåò: arccos
5

3
√
3
(â âàðèàíòå 3�2: arccos

(
− 1

2
√
2

)
).

3. Ðåøåíèå. Ïóñòü âåñ ðþêçàêà ïåðâîãî òóðèñòà x è âòîðîãî � y â íà÷àëå

ïîõîäà. Óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
x · 17

20 + y · 9
10 = (x+ y) · 263

300 ,

1.2 + x = y · 9
10 .

Îòâåò: 42 êã è 48 êã.

4. Ðåøåíèå. Î.Ä.Ç. äàííîãî íåðàâåíñòâà x ∈ (−2;−1)∪(−1;−1/3)∪(0; 1)∪(1; 2).
Íà Î.Ä.Ç. ñïðàâåäëèâî(

1− x2

3

)
·
(

2

3x2 + x
− 3

4− x2

)
> 0 ⇐⇒(

1− x2

3

)
·
(

8− 3x− 11x2

x(3x+ 1)(2− x)(2 + x)

)
> 0 ⇐⇒

(1− x)(1 + x)2(−11)(x− 8/11)

x(3x+ 1)(2− x)(2 + x)
> 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîì è ïåðåñåêàåì ñ Î.Ä.Ç.

Îòâåò: (−2;−1) ∪ (−1;−1

3
) ∪ (0;

8

11
] ∪ (1; 2).

5. Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

(sin 7x+ sin 3x)2 + (cos 3x+ cosx)2 + sin2 πa = 0.

Îòâåò: Ïðè a ∈ Z, x = π/4 + πk/2, k ∈ Z, ïðè äðóãèõ a ðåøåíèé íåò.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�1 (×åáîêñàðû)

1. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , î êîòîðîé èç-

âåñòíî ñëåäóþùåå: a1 = 20; an+1 = an · an+2, n ∈ N. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ,
êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü a2014.

2. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Áèññåê-
òðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïðè âåðøèíàõ A è B ïåðåñåêàþò

îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë ìåæäó

áèññåêòðèñàìè ðàâåí 60◦. Äëèíà ñòîðîíû AB ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà A1B1O.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñðåäè ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

(a4 − 2014a3 + 2014a2 − 2014a+ 2013)x = a3 + 5a2 + 2a− 8

åñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
cos 5x+ cosx

cos 4x+ cos 2x
=

1 + cos 4x

cosx
.

5. Íà îñíîâàíèè ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ðàñïîëîæåíû òðè ïîïàðíî êàñà-

þùèõñÿ äðóã äðóãà øàðà îäèíàêîâîãî ðàäèóñà. Êàæäûé èç íèõ êàñàåòñÿ

òàêæå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà. ×åòâåðòûé øàð òîãî æå ðàäèóñà êà-

ñàåòñÿ ïåðâûõ òðåõ è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Íàéäèòå îáúåì êîíóñà,

åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè êàñàíèÿ ÷åòâ¼ðòûì øà-

ðîì áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, ðàâåí
√
2.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�2 (×åáîêñàðû)

1. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , î êîòîðîé èç-

âåñòíî ñëåäóþùåå: a1 = 40; an+1 = an · an+2, n ∈ N. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ,
êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü a2014.

2. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Áèññåê-
òðèñû âíóòðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïðè âåðøèíàõ A è B ïåðåñåêàþò

îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë ìåæäó

áèññåêòðèñàìè ðàâåí 60◦. Äëèíà ñòîðîíû AB ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà A1B1O.

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñðåäè ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ

(a4 + 2014a3 + 2014a2 + 2014a+ 2013)x = a3 + 3a2 − 6a− 8

åñòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
cos 5x+ cosx

cos 4x+ cos 2x
=

1 + cos 4x

cosx
.

5. Íà îñíîâàíèè ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà ðàñïîëîæåíû òðè ïîïàðíî êàñà-

þùèõñÿ äðóã äðóãà øàðà îäèíàêîâîãî ðàäèóñà. Êàæäûé èç íèõ êàñàåòñÿ

òàêæå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà. ×åòâåðòûé øàð òîãî æå ðàäèóñà êà-

ñàåòñÿ ïåðâûõ òðåõ è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Íàéäèòå îáúåì êîíóñà,

åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè êàñàíèÿ ÷åòâ¼ðòûì øà-

ðîì áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, ðàâåí
√
2.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ

1. Ðåøåíèå. Ïóñòü a2 = 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò òîëüêî èç íó-
ëåé, ò.å. a2 = a3 = · · · = an = · · · = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a2014 = 0. Ïóñòü
a2 ̸= 0. Ïîëîæèì a1 = x, a2 = y, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò èìåòü

âèä: x, y, y/x, 1/x, 1/y, x/y, x, y, . . . , òî åñòü áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðè-
îäîì 6. Òàê êàê 2014 = 6 · 335 + 4, òî a2014 = a4 = 1/x = 1/20.

Îòâåò: 0, 1/20 (â âàðèàíòå 4�2: 0, 1/40).

2. Ðåøåíèå. Óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ðàâåí óãëó ïðè âåðøèíå C, ∠C =
60◦. Òî÷êè A1 è B1 ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà,

îïóùåííûì èç òî÷êè O � öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî óãîë ∠A1OB1 = 120◦. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå

ñèíóñîâ R = 3
2 sin 60◦ =

√
3. Òîãäà ïëîùàäü èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

S = 0, 5
√
3
√
3 sin 120◦ = 3

√
3

4 .

Îòâåò:
3
√
3

4
.

3. Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

(a2 + 1)(a− 1)(a− 2013)x = (a− 1)(a+ 2)(a+ 4).

Îòâåò: [−4;−2]∪{1}∪(2013;+∞) (â âàðèàíòå 4�2: (−2013;−4]∪{−1}∪[2;+∞)).

4. Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó cos 4x+cos 2x = 2 cos 3x cosx, òî Î.Ä.Ç äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ cos 3x ̸= 0, cosx ̸= 0. Ïîñêîëüêó cos 5x + cosx = 2 cos 3x cos 2x, òî
èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

1 + cos 4x− cos 2x

cosx
= 0.

Îòêóäà cos 2x = 0 è cos 2x = 1/2, ò.å. x = π/4 + πk/2, k ∈ Z è x =
±π/6 + πm, m ∈ Z. Ó÷èòûâàÿ Î.Ä.Ç äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: x = π/4 + πk/2, k ∈ Z.

5. Ðåøåíèå. Öåíòðû øàðîâ îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Óãîë α ìåæäó

âûñîòîé è áîêîâûì ðåáðîì ðàññ÷èòàåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó âûñî-

òîé è îáðàçóþùåé êîíóñà, à òàêæå ñ óãëîì ìåæäó ðàäèóñîì óïîìÿíóòîé â

óñëîâèè îêðóæíîñòè è ðàäèóñîì 4-ãî øàðà, ïðîâåäåííûìè â îäíó òî÷êó.

1) Ïóñòü α � óêàçàííûé óãîë. Òîãäà sinα =

√
3

3
, cosα =

√
6

3
.

2) Ïóñòü r � ðàäèóñ îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè êàñàíèÿ êîíóñà ÷åòâåðòûì

øàðîì.

3) Îáðàçóþùàÿ l ñîáèðàåòñÿ èç êóñî÷êîâ. x1 =
r

sinα
(îò âåðøèíû êîíóñà

äî òî÷êè êàñàíèÿ êîíóñà ÷åòâåðòûì øàðîì).

x2 = 2R, ãäå R � ðàäèóñû øàðîâ (ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè

êàñàíèÿ � íèæíåãî è âåðõíåãî øàðîâ ñîîòâåòñòâåííî). R =
r

cosα
, ò.å.

x2 =
2r

cosα
.

x3 =
R

tg(π/4− α/2)
, ÷òî ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ R ïðèâåëî ìåíÿ ê x3 =

r

1− sinα
.

x3 � ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ êîíóñà äî òî÷êè êàñàíèÿ íèæíåãî øàðà.

Èòîãî l = x1 + x2 + x3 =
r
√
3

2
(3 + 2

√
2 +

√
3).

4) Îáúåì êîíóñà V =
π

3
(l sinα)2 · (l cosα). Ïîñëå âñåõ ïîäñòàíîâîê è óïðî-

ùåíèé ïîëó÷àåì V =
π

6
(3 + 2

√
2 +

√
3)3.

Îòâåò:
π

6

(
3 +

√
3 + 2

√
2
)3



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�1 (Ñàðàòîâ)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos(11x+ π/4) = sin(17x+ π/4).

2. Òóðèñòè÷åñêèé àâòîáóñ, âìåùàþùèé íå áîëåå 50 ÷åëîâåê, ïðèâåç ãðóïïó

øêîëüíèêîâ ïîñëå ýêñêóðñèè â êàôå. Øêîëüíèêè ðàññåëèñü â êàôå òàê,

÷òî çà íåñêîëüêèìè ñòîëàìè îêàçàëîñü ïî òðè äåâî÷êè è îäíîìó ìàëü÷è-

êó, çà äðóãèìè íåñêîëüêèìè ñòîëàìè ïî äâà ìàëü÷èêà è ïî îäíîé äåâî÷êå

è åùå çà îäíèì ñòîëîì îêàçàëèñü îäíà äåâî÷êà è îäèí ìàëü÷èê. Êàêîå

ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ ìîãëî áûòü íà ýêñêóðñèè, åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî äåâî÷åê â ãðóïïå â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ?

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, ïðè ýòîì

∠AOB = 75◦, AB = 3. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îïèñàí-

íîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABE îêðóæíîñòüþ, ãäå E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ AD è BC.

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿõ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

log22

(
2x

1 + x2

)
+ 2(a− 1) log2

(
x

1 + x2

)
+ a2 − a− 2 = 0

èìååò ðåøåíèå.

5. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíî ñå÷åíèå òàê, ÷òî îíî ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè K, L, M , ëåæàùèå íà ðåáðàõ DC, DB, DA ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì DK : KC = 1 : 3, DL : LB = 2 : 1, DM : MA = 1 : 1. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ãðàíè ABC è ïîñòðîåííîãî ñå÷åíèÿ.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�2 (Ñàðàòîâ)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin(14x+ π/4) = cos(20x+ π/4).

2. Òóðèñòè÷åñêèé àâòîáóñ, âìåùàþùèé íå áîëåå 50 ÷åëîâåê, ïðèâåç ãðóïïó

øêîëüíèêîâ ïîñëå ýêñêóðñèè â êàôå. Øêîëüíèêè ðàññåëèñü â êàôå òàê,

÷òî çà íåñêîëüêèìè ñòîëàìè îêàçàëîñü ïî òðè äåâî÷êè è îäíîìó ìàëü÷è-

êó, çà äðóãèìè íåñêîëüêèìè ñòîëàìè ïî äâà ìàëü÷èêà è ïî îäíîé äåâî÷êå

è åùå çà îäíèì ñòîëîì îêàçàëèñü îäíà äåâî÷êà è îäèí ìàëü÷èê. Êàêîå

ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ ìîãëî áûòü íà ýêñêóðñèè, åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî äåâî÷åê â ãðóïïå â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, ÷åì ìàëü÷èêîâ?

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, ïðè ýòîì

∠COD = 105◦, AB = 4. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îïèñàí-
íîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABE îêðóæíîñòüþ, ãäå E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ AD è BC.

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿõ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

log22

(
2x

1 + x2

)
+ 2(a− 1) log2

(
x

1 + x2

)
+ a2 − a− 2 = 0

èìååò ðåøåíèå.

5. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ABCD ïðîâåäåíî ñå÷åíèå òàê, ÷òî îíî ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êè K, L, M , ëåæàùèå íà ðåáðàõ DC, DB, DA ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì DK : KC = 1 : 3, DL : LB = 2 : 1, DM : MA = 1 : 1. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ãðàíè ABC è ïîñòðîåííîãî ñå÷åíèÿ.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ

1. Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî sin(π/4 − 11x) = sin(17x + π/4). Îòêó-
äà ëèáî π/4 − 11x = 17x + π/4 + 2πk, k ∈ Z, ëèáî π − (π/4 − 11x) =
17x+ π/4 + 2πn, n ∈ Z.

Îòâåò: πk/14, π/12+πn/3, k, n ∈ Z (â âàðèàíòå 5�2: πk/17, −π/12+πn/3,
k, n ∈ Z).

2. Ðåøåíèå. Äåâî÷åê áûëî d = 3k + n + 1, à ìàëü÷èêîâ � m = k + 2n + 1.
Çäåñü k è n � êîëè÷åñòâî 4-õ è 3-õ-ìåñòíûõ ñòîëîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî

óñëîâèþ çàäà÷è ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå: (3k+n+1) =
3/2(k + 2n + 1) ⇒ 3k = 4n + 1 ðåøåíèå êîòîðîãî çàïèñûâàåòñÿ â âè-

äå n = 3l + 2, k = 4l + 3. Òîãäà îáùåå ÷èñëî òóðèñòîâ ðàâíî d + m =
3(4l+3)+ (3l+2)+ (4l+3)+2(3l+2)+1 = 25l+20. Ïðè l = 1 ïîëó÷àåòñÿ
îòâåò.

Îòâåò: 45.

3. Ðåøåíèå. Ñóììà óãëîâ ABO è BAO ðàâíà 105◦, ïîýòîìó ñóììà óãëîâ

AB è BAD ðàâíà 210◦. Çíà÷èò, ñóììà óãëîâ ABE è BAE ðàâíà 150◦, ò.
å. ∠BEA = 30◦. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ R = AB/(2 sin 30◦) = 3. Ïîýòîìó
ïëîùàäü êðóãà ðàâíà 9π.

Îòâåò: 9π (â âàðèàíòå 5�2: 16π).

4. Ðåøåíèå. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó:

log22

(
2x

1 + x2

)
+ 2(a− 1) log2

(
2x

1 + x2

)
+ a2 − 3a = 0

Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = log2

(
2x

1+x2

)
è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

t2 + 2(a− 1)t+ a2 − 3a = 0. Îïðåäåëèì îáëàñòü èçìåíåíèÿ t. Â ñèëó òîãî,

÷òî ôóíêöèÿ y = 2x
1+x2 ïðè ïîëîæèòåëüíîì x ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò íóëÿ

äî åäèíèöû, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî t ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ t ∈ (−∞, 0]. Òîãäà
èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé t:

¾Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

t2 + 2(a− 1)t+ a2 − 3a = 0 èìååò ðåøåíèÿ ïðè t ∈ (−∞, 0]¿.

Ýòî âîçìîæíî, åñëè êîðíè ðàçíîãî çíàêà, èëè õîòÿ áû îäèí èç êîðíåé

ðàâåí íóëþ, èëè îáà êîðíÿ îòðèöàòåëüíû. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèòóàöèè îïè-

ñûâàþòñÿ óñëîâèåì a(a− 3) 6 0, òðåòüÿ � ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:
(a− 1)2 − a(a− 3) = a+ 1 > 0,
1− a 6 0,
a(a− 3) > 0.

Îòâåò: a ∈ [0; ∞).

5. Ðåøåíèå. Ïðèìåì ñòîðîíó òåòðàýäðà çà 12. Óãîë áóäåì èñêàòü ÷åðåç êî-

ñèíóñ, êîòîðûé ðàâåí îòíîøåíèþ ïëîùàäè S1 òðåóãîëüíèêà K1L1M1 �

ïðîåêöèè òðåóãîëüíèêà KLM íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ, ê ïëîùàäè S2 ñà-

ìîãî òðåóãîëüíèêà KLM � ñå÷åíèÿ . Ïëîùàäü ïðîåêöèè S1 îïðåäåëÿåòñÿ

íåñëîæíî, òàê êàê âåðøèíû K1, L1, M1 � äåëÿò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäè-

óñû îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ (ïëîùàäü îñíîâàíèÿ S0 = 36
√
3)

â òåõ æå îòíîøåíèÿõ êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷êè K, L, M äåëÿò

áîêîâûå ñòîðîíû òåòðàýäðà.

S1 =
1

3
· S0

(
1

4
· 2
3
+

1

2
· 2
3
+

1

4
· 1
2

)
=

5

24
S0 =

15
√
3

2

Ñòîðîíû ñå÷åíèÿ áóäåì âû÷èñëÿòü ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ: KL = 7, LM =√
52, MK = 3

√
3. Òåïåðü âû÷èñëèì ïëîùàäü ñå÷åíèÿ. Êîñèíóñ óãëà α, ëå-

æàùåãî íàïðîòèâ ñòîðîíû KL ðàâåí cosα = 5√
156

. Òîãäà sinα =
√
131√
156

. Äëÿ

ïëîùàäè ñå÷åíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò S2 = 0, 5 · 3
√
3
√
52

√
131√
156

=
3
2

√
131.

Òåïåðü ïîñëåäíåå äåéñòâèå:

cos γ = S1
S2

=
5
√
3√

131
.

Îòâåò: cos γ =
5
√
3√

131
.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�1 (Èðêóòñê)

1. Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà k2+6k çàêàí÷è-
âàåòñÿ öèôðîé 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ïðåä-
ïîñëåäíÿÿ öèôðà ýòîé çàïèñè.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî √
x− 4√

x√
1 + 1

x − 3√
x

> 1 .

3. Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 2√
5
. ×åðåç ñå-

ðåäèíû îäíîãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû ïðîâåëè îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ

äðóãîãî êàòåòà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ÷àñòè ãèïîòåíóçû, ëåæàùåé âíóòðè

ïîëó÷èâøåãîñÿ êðóãà, êî âñåé ãèïîòåíóçå.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin2
(
2013x

2

)
· cos2 (2014x) · sin2

(
2015x

2

)
= 1 .

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

2
(x+1)2

x2+1 + a2 − 4 = 2a cos

(
x2 − 1

2x

)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

ìàðò 2014 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�2 (Èðêóòñê)

1. Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà k2 + 2k − 8 çà-

êàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü
ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ýòîé çàïèñè.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî √
x− 4√

x√
1 + 1

x − 3√
x

> 1 .

3. Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 2√
5
. ×åðåç ñå-

ðåäèíû îäíîãî êàòåòà è ãèïîòåíóçû ïðîâåëè îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ

äðóãîãî êàòåòà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ÷àñòè ãèïîòåíóçû, ëåæàùåé âíóòðè

ïîëó÷èâøåãîñÿ êðóãà, êî âñåé ãèïîòåíóçå.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin4
(
2013x

2

)
· cos2 (2014x) · sin2

(
2015x

2

)
= 1 .

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

2
(x+1)2

x2+1 + a2 − 4 = 2a cos

(
x2 − 1

2x

)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

ìàðò 2014 ã.



Ðåøåíèÿ

1. Îòâåò: 1 (âî âñåõ âàðèàíòàõ).

Ðåøåíèå. (âàðèàíòà 6-1). Ïðåäñòàâèì k â âèäå k = 10a+b, ãäå a, b � öåëûå
÷èñëà è 1 6 b 6 9. Òîãäà k2+6k = 10(10a2+2ab+6a)+ b2+6b. Âûðàæåíèå
b2 + 6b îêàí÷èâàåòñÿ íà 6 òîëüêî, åñëè b = 2. Íî â ýòîì ñëó÷àå k2 + 6k =
100(a2 + a) + 16, à çíà÷èò, ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ðàâíà 1.

Â âàðèàíòå 6-2 íàäî ó÷åñòü, ÷òî k2 + 2k − 8 = (k − 2)2 + 6(k − 2).

2. Îòâåò: x ∈ (0; 3] ∪ (8;+∞).

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè íåïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x ëåâàÿ ÷àñòü íå îïðå-
äåëåíà, òî, äîìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà

√
x, ïîëó÷èì ðàâíîñèëü-

íîå íåðàâåíñòâî
x− 4√
x+ 1− 3

> 1. Çàìåíà t =
√
x+ 1 ñâîäèò ýòî íåðàâåí-

ñòâî ê íåðàâåíñòâó
t2 − 5

t− 3
> 1 ⇐⇒ t ∈ [−1; 2] ∪ (3;+∞). Ñëåäîâàòåëüíî,

ëèáî
√
x+ 1 6 2, ëèáî

√
x+ 1 > 3, è ïîòîìó x ∈ [−1; 3] ∪ (8;+∞). Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî x > 0, ïîëó÷èì îòâåò.

3. Îòâåò: 2
5 èëè 11

40 .

Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ êàòåòà AC â òî÷êå P , ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðå-

äèíó L êàòåòà BC è ÷åðåç ñåðåäèíó K ãèïîòåíóçû AB = 2x, ïðè÷åì F �

âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ãèïîòåíóçû AB. Ïóñòü α = ∠A,
òîãäà cosα = 2√

5
èëè cosα = 1√

5
.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) F ëåæèò ìåæäó K è B; 2) F ëåæèò ìåæäó A è

K.

Òàê êàê LK � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, òî LK = x cosα, PC = 1
2x cosα ⇒ AP =

3
2x cosα. Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷èì:

1) 9
4x

2 cos2 α = x(x+KF ) ⇒ KF = (94 cos
2 α− 1)x. Ñëåäîâàòåëüíî, cosα >

2
3 , è cosα = 2√

5
. Òîãäà KF

AB = 1
2(

9
4 cos

2 α− 1) = 2
5 ;

2) 9
4x

2 cos2 α = x(x−KF ) ⇒ KF = (1− 9
4 cos

2 α)x. Ñëåäîâàòåëüíî, cosα <
2
3 , è cosα = 1√

5
. Òîãäà KF

AB = 1
2(1−

9
4 cos

2 α) = 11
40 .

4. Îòâåò: x = π + 2πk, k ∈ Z.

Ðåøåíèå. Òàê êàê | sin t| 6 1, | cos t| 6 1, òî êîñèíóñ è ñèíóñû â ëåâîé ÷àñòè

äîëæíû áûòü ðàâíû ±1. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) cos(2014x) = 1 ⇒ x = πn
1007 , n ∈ Z. Òîãäà 2013x

2 = πn− x
2 ,

2015x
2 = πn+ x

2 è

èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ sin2 x
2 = 1 ⇐⇒ x = π+2πk, k ∈

Z. Ïîëó÷èì πn
1007 = π + 2πk, ò.å. n = 1007(2k + 1) ∈ Z ïðè ëþáûõ k ∈ Z.

2) cos(2014x) = −1 ⇒ x = π+2πn
2014 , n ∈ Z. Òîãäà 2013x

2 = π
2 + πn − x

2 ,
2015x

2 = π
2 + πn + x

2 è èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ cos2 x
2 =

1 ⇐⇒ x = 2πk, k ∈ Z. Óðàâíåíèå 4028πk = π + 2πn íå èìååò ðåøåíèé â

öåëûõ ÷èñëàõ.

5. Îòâåò: a = 0, a = 3.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîäñòàíîâêà x 7→ 1
x
íå ìåíÿåò óðàâíåíèÿ, òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû x = 1
x

⇐⇒ x = ±1. Âûÿñíèì, êîãäà êàæäîå èç ýòèõ
çíà÷åíèé x ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

1) Åñëè x = 1, òî a2 = 2a ⇐⇒ a = 0; a = 2.

Ïðè a = 0 óðàâíåíèå 2
(x+1)2

x2+1 = 4 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðè a = 2 óðàâíåíèå 2
(x+1)2

x2+1 = 4 cos
(
x2−1
2x

)
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé íà ïðîìå-

æóòêå (0;+∞). Äåéñòâèòåëüíî, ãðàôèê (ìîíîòîííî óáûâàþùåé!) ôóíêöèè y = (x+1)2

x2+1

ðàñïîëîæåí â ïîëîñå 1 6 y 6 2, è ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè y = 2
(x+1)2

x2+1 ëåæèò

â ïîëîñå 2 6 y 6 4. Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèÿ y = 4 cos
(
x2−1
2x

)
ïî-î÷åðåäíî ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ −4 è 4 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè x → +∞, òàê êàê óðàâíåíèÿ x2−1
2x

= 2πn è
x2−1
2x

= π + 2πk èìåþò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðè âñåõ k, n ∈ N.

2) Åñëè x = −1, òî 1 + a2 − 4 = 2a ⇐⇒ a = −1; 3.

Ïðè a = 3 óðàâíåíèå 2
(x+1)2

x2+1 + 5 = 6 cos
(
x2−1
2x

)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê

2
(x+1)2

x2+1 + 5 > 6 > 6 cos
(
x2−1
2x

)
è îäíîâðåìåííûå ðàâåíñòâà âîçìîæíû ëèøü ïðè x = −1.

Ïðè a = −1 óðàâíåíèå 2
(x+1)2

x2+1 − 3 = −2 cos
(
x2−1
2x

)
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé

(ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ a = 2).



Решения и ответы к задачам заключительного этапа  

олимпиады «Покори Воробьевы горы!» по математике 

Москва, 10 – 11 класс 

 

1. В периодической десятичной дроби 0,242424… первую цифру после запятой за-

менили на 4. Во сколько раз полученное число больше исходного? 

Решение. Исходная дробь находится как сумма бесконечно убывающей гео-

метрической прогрессии: 24 24
1 99100 1

100

=
 −  

 (другой способ: обозначим исходную 

дробь через x , тогда 100 24x x= + , поэтому 24
99

x = ). После замены цифры получи-

лось число 24 2
99 10

+  438
99 10

=
⋅

. Искомое отношение: 438 99 438 73
99 10 24 240 40

⋅ = =
⋅

. 

Ответы в разных вариантах: в 73
40

 раз; в 16
5

 раз; в 53
20

 раз; в 20
9

 раз. 

 

2. Найдите все значения y , при каждом из которых ни одно значение x , удовлетво-

ряющее неравенству ( )2log 2x y+ ≤ , не удовлетворяет неравенству 

( )1
2

log 4 2x y+ + ≥ − . 

Решение. Решения первого неравенства на плоскости Oxy  образуют квадрат с 

вершинами в точках (0; 4), (4; 0), (0; 4− ), ( 4− ; 0) без точки с координатами (0; 0). 

Решение у первого неравенства существу-

ет только если [ ]4; 4y ∈ − .  

Решения второго неравенства на 

плоскости Oxy  образуют квадрат с вер-

шинами в точках (0; 0), (4; 4− ), (0; 8− ), 

( 4− ; 4− ) без точки с координатами (0; 4− ). У второго неравенства существует ре-

шение только если [ ]8; 0y ∈ − .  



Следовательно, при ( ] [ ); 4 0;y ∈ −∞ − + ∞  ни один x , являющийся решением 

первого неравенства не является решением второго неравенства.  

Ответ: ( ] [ ); 4 0;−∞ − + ∞ .  

Ответы в разных вариантах: ( ] [ ); 4 0;−∞ − + ∞ ; ( ] [ ); 0 8;−∞ + ∞ ; 

( ] [ ); 0 9;−∞ + ∞ ; ( ] [ ); 8 0;−∞ − + ∞ . 

 

3. Окружность радиуса a проходит через вершины A и B треугольника ABC и пере-

секает стороны AC и BC в точках M и K соответственно. Найдите площадь тре-

угольника ABC, если 3AB a= , MK a= , а центр окружности находится внутри 

треугольника ABC на расстоянии b от точки C. В разных вариантах a и b были 

разными. 

Решение. Пусть CM = x, CK y= . Треугольники ABC  и KMC  подобны, так как 

CMK AMK ABCπ∠ = − ∠ = ∠ . Тогда 3AC y= , 3BC x=  и площадь ABC∆  равна 

3 sin
2

xy C∠ . Из того, что AC MC⋅  равно квадрату длины касательной из точки C , 

получаем 2 23xy b a= − . По теореме синусов 3sin
2 2
ABAMB

a
∠ = = , и так как центр 

окружности находится внутри треугольника, то 60AMB∠ = ° . Далее 

1sin
2 2

MKMBK
a

∠ = = , 30MBK∠ = °  и 30C AMB MBK∠ = ∠ − ∠ = ° . Площадь ABC∆  

равна ( )2 21 3 3sin
2 4 4

xyAC BC C b a⋅ ⋅ ∠ = = − . 

Ответы в разных вариантах: 6 3 ; 8 3 ; 12 3 ; 24 3 . 

 

4. Определите минимальное значение величины x y+  при условии, что числа x  и 

y  удовлетворяют соотношению ( ) ( ) ( )5cos 4 3cos 4 4sin 4 10x y x y x y+ − − − − = .  



Решение. Вводим 3arccos
5

ϕ =  и получаем ( ) ( )cos 4 cos 4 2x y x y ϕ+ − − − =  ⇔  

( )
( )

cos 4 1,
cos 4 1.

x y
x y ϕ

 + =
 − − = −

 Следовательно, 
( )
( )

,
2

8 4

x n k

n k
y

ϕ π π

πϕ π

+ = + +
 −+ = − +

 ⇒  

( )5 3 13
8 4

n k
x y

πϕ π + +++ = +  для любых целых n  и k . Отсюда 

3
8 4

mx y ϕ π π++ = − , где m  – произвольное целое число. Так как 
4 3
π πϕ< < , то 

3
8 8 4
π ϕ π π+< <  и поэтому минимум выражения x y+  достигает при 1m = .  

Ответы в разных вариантах: 3 3arccos
8 8 5
π − ; 1 4arccos

6 3 5
π − ; 3 3arccos

8 5 16
π− ; 

1 4arccos
3 3 5
π − . 

 

5. Одно основание правильной n-угольной призмы ( 3n ≥ ) имеет n общих точек со 

сферой радиуса 3; другое основание имеет с этой сферой одну общую точку. Ка-

кие значения может принимать объём призмы? 

Решение. Если основание призмы имеет n общих точек со сферой, то это ос-

нование вписано в соответствующую окружность. Тогда второе основание касается 

сферы в центре основания. Опишем вокруг призмы цилиндр (его объем больше объ-

ема призмы) и будем искать возможные значения объема цилиндра. 

Пусть радиус сферы равен R, а высота цилиндра равна R x+ , где ( );x R R∈ − . 

Тогда радиус цилиндра равен 2 2R x− , а его объем равен ( )( )2 2V R x R xπ= − + . 

Исследуем эту функцию при ( );x R R∈ − . Так как ( ) ( )2 2 22 2V x xR x R xπ′ = − − + −  

( )2 23 2x Rx Rπ= − + − ( )3
3
Rx R xπ  = − + −  

, то максимум ( )V x  достигается при 

3
Rx =  и равен 332

27
Rπ , минимум стремится к нулю при x R→ −  (когда высота ци-



линдра стремится к нулю) и при x R→  (когда радиус цилиндра стремится к нулю). 

Значит, для цилиндра искомое отношение принимает значения из промежутка 

3320;
27

Rπ 
  

. Поэтому для пирамиды имеем промежуток 3320;
27

Rπ 
  

 (отношение 

приближается к значению 332
27

Rπ  сколь угодно близко при n → ∞ ). 

Ответы в разных вариантах: ( )0; 32π ; 320;
9
π 

  
; ( )0; 256π ; 640;

9
π 

  
. 

Тем, кто получил верный ответ не для произвольного, а для заданного значе-

ния n, задача тоже была засчитана, так как в пределе там получается тот же ответ. 
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