
Ðåøåíèå çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà ÏÂÃ, 10�11 êëàññû, 2012�2013

1. Êàðëñîí çàïîëíèë êîíè÷åñêèé ôóæåð ëèìîíàäîì è îòïèë ïîëîâèíó ïî âûñîòå (ñ÷èòàÿ îò ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè äî âåðøèíû êîíóñà), à âòîðóþ ïîëîâèíó äîïèë Ìàëûø. Âî ñêîëüêî ðàç
Êàðëñîí âûïèë ëèìîíàäó áîëüøå, ÷åì Ìàëûø?

Îòâåò: â 7 ðàç.

Ðåøåíèå. Ïóñòü r è h� ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòà êîíè÷åñêîãî ôóæåðà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

îáú¼ì ëèìîíàäà âî âñ¼ì ôóæåðå ðàâåí Vôóæ =
1

3
πr2h. Îáú¼ì ëèìîíàäà, âûïèòûé Ìàëûøîì,

ðàâåí VÌàë =
1

3
π(r/2)2(h/2) =

Vôóæ
8

. Ñëåäîâàòåëüíî, Êàðñëîí âûïèë
7

8
Vôóæ, ò.å. â 7 ðàç áîëüøå

Ìàëûøà.

2. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x+
1

y +
1
=

7

3
.

z

Îòâåò:    (2; 2; 1); (2; 4; −1); (3; −1; −2); (3; −2; 2); (1; 1; −4).

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

∣∣∣∣y + 1

z

∣∣∣∣ > 1 ⇔
1∣∣∣∣∣y + 1

z

∣∣∣∣∣
6 1.

Âîçìîæíû âàðèàíòû: 1) x = 2 ⇒
1

y +
1

z

=
1

3
⇒ y+

1

z
= 3 ⇒

{
y = 2

z = 1
èëè

{
y = 4

z = −1.

2) x = 3 ⇒
1

y +
1

z

= −2

3
⇒ y +

1

z
= −3

2
⇒

{
y = −1

z = −2
èëè

{
y = −2

z = 2.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

∣∣∣∣y + 1

z

∣∣∣∣ < 1 ⇔
1∣∣∣∣∣y + 1

z

∣∣∣∣∣
> 1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

 y = 0

y = 1

y = −1.

3) y = 0 � íå ïîäõîäèò, ò.ê. x+
1

y +
1

z

= x+ z ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, à
7

3
� íåöåëîå.

4) y = 1. Òîãäà x+
1

y +
1

z

= x+
z

z + 1
= x+ 1− 1

z + 1
=

7

3
⇒ z = −4, x = 1.

5) y = −1. Òîãäà x+
1

y +
1

z

= x+
z

−z + 1
= x− 1 +

1

1− z
=

7

3
⇒ z = −2. Íî òîãäà y +

1

z
= −3

2
,

÷òî íå ïîäïàäàåò ïîä ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin

(
x+ 30 · 2π

7

)
+ sin

(
x+ 31 · 2π

7

)
+ . . .+ sin

(
x+ 35 · 2π

7

)
= 1.
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Îòâåò: x = −
π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

sinx+ sin

(
x+

2π

7

)
+ . . .+ sin

(
x+ 6 · 2π

7

)
= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ñåìü òî÷åê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè âèäà x + i · 2π
7

(i = 0, 1, . . . , 6)
îáðàçóþò âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà, ïîýòîìó ñóììà ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ êîíöàìè â
ýòèõ òî÷êàõ ðàâíà íóëþ (òàê êàê ïðè ïîâîðîòå íà óãîë 2π

7
âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íàáîð ýòèõ

âåêòîðîâ íå ìåíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ è âåêòîð, ðàâíûé èõ ñóììå, à çíà÷èò, îí
ðàâåí íóëþ), êàê è ñóììà èõ îðäèíàò, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíóñîâ.

Âî-âòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

sin
(
x+ 32 · 2π

7

)
= sin

(
x+ 2 · 2π

7

)
, sin

(
x+ 33 · 2π

7

)
= sin

(
x+ 6 · 2π

7

)
,

sin
(
x+ 34 · 2π

7

)
= sin

(
x+ 4 · 2π

7

)
, sin

(
x+ 35 · 2π

7

)
= sin

(
x+ 5 · 2π

7

)
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

sin

(
x+ 30 · 2π

7

)
+ sin

(
x+ 31 · 2π

7

)
+ . . .+ sin

(
x+ 35 · 2π

7

)
= 0− sin x,

à ñàìî ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

− sin x = 1 ⇔ x = −π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

4. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè ðîâíî òðè ïðÿìûå, äåëÿùèå ïëîùàäü è ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà ïîïîëàì.

Îòâåò: 2 arcsin(
√
2− 1) < α < π.

Ðåøåíèå. Ïóñòü BC = a � îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà, α è β � óãëû ïðè âåðøèíå è îñíîâàíèè
ñîîòâåòñòâåííî. AC = AB = b. Îäíà ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ ïëîùàäü è ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì ñóùåñòâóåò âñåãäà: îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îñíîâàíèþ. Íàéä¼ì, êàê ìîãóò ïðîõîäèòü äâå äðóãèå ïðÿìûå.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ ïëîùàäü è ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, ïðîõîäèò ÷åðåç áîêîâûå
ñòîðîíû, îòñåêàÿ îò íèõ ÷àñòè, ðàâíûå bx è by ñîîòâåòñòâåííî (0 6 x; y 6 1). Òîãäà ÷àñòü

îòñåêàåìîãî ïåðèìåòðà ðàâíà P1 = b(x + y) =
2b+ a

2
, à ïëîùàäü îòñåêàåìîãî òðåóãîëüíèêà

ðàâíà S1 =
1

2
xyb2 sinα =

1

2

(
1

2
b2 sinα

)
, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî y =

1

2x
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó çàìåíó â

ñîîòíîøåíèå äëÿ ïåðèìåòðîâ, ïîëó÷àåì

bx+
b

2x
=

2b+ a

2
.

Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2bx2 − (2b+ a)x+ b = 0, (1)

äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî ðàâåí D = a2 + 4ab − 4b2. Òàê êàê a = 2b sin α
2
, òî D =

4b2(sin2 α
2
+ 2 sin α

2
− 1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, åñëè

sin α
2
>

√
2 − 1, îäíî � åñëè sin α

2
=

√
2 − 1 è íè îäíîãî åñëè sin α

2
<

√
2 − 1. Çàìåòèì, ÷òî

äâà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïàðå ñèììåòðè÷íûõ (îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà) ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç áîêîâûå ñòîðîíû.
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Ïðîàíàëèçèðóåì, êîãäà ñóùåñòâóþò ýòà ïàðà ïðÿìûõ. Ñäåëàåì çàìåíó t = sin α
2
è çàìåòèì

ñëåäóþùåå. Åñëè 1 > t >
1

2
, òî êîðíè óðàâíåíèÿ (1)

x1,2 =
2b(1 + t)± 2b

√
t2 + 2t− 1

4b
=

1 + t±
√
t2 + 2t− 1

2

îáëàäàþò ñâîéñòâîì:

x2 =
1 + t+

√
t2 + 2t− 1

2
> 1 ⇔

√
t2 + 2t− 1 > 1 − t ⇔ t >

1

2
. Ôîðìóëà äëÿ ìåíüøåãî êîðíÿ

x1 =
1 + t−

√
t2 + 2t− 1

2
âëå÷¼ò, ÷òî y =

1

2x
=

1

1 + t−
√
t2 + 2t− 1

=
1 + t+

√
t2 + 2t− 1

2
> 1,

ò.å. ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûõ ïðè t >
1

2
íå ñóùåñòâóåò, à ïðè

√
2− 1 < t 6 1

2
èõ

äâå. (Ïðè t =
1

2
îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû B è C).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå, òðè óêàçàííûõ ïðÿìûõ ñóùåñòâóþò ïðè 2 arcsin(
√
2− 1) < α 6

60◦.

2) Ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ ïëîùàäü è ïåðèìåòð ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, ïðîõîäèò ÷åðåç îñíî-
âàíèå è áîêîâóþ ñòîðîíó, îòñåêàÿ îò íèõ ÷àñòè, ðàâíûå ax è by ñîîòâåòñòâåííî (0 6 x; y 6 1).

Òîãäà ÷àñòü îòñåêàåìîãî ïåðèìåòðà ðàâíà P1 = xa + by =
2b+ a

2
, à ïëîùàäü îòñåêàåìîãî òðå-

óãîëüíèêà ðàâíà S1 =
1

2
(ax)(by) sin β =

1

2
(
1

2
ab sin β), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî y =

1

2x
. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòó çàìåíó â ñîîòíîøåíèå äëÿ ïåðèìåòðîâ, ïîëó÷àåì

xa+
b

2x
=

2b+ a

2
,

÷òî ïðèâîäèò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 2ax2 − (2b + a)x + b = 0. Åãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

x1 =
b

a
, x2 =

1

2
. Åñëè x = x1 =

b

a
, òî y1 =

1

x1

=
a

2b
< 1 ïðè âñåõ a è b, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

òðåóãîëüíèê ABC. Åñëè x = x2 =
1

2
, òî y = 1, ò.å. ýòî âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç âåðøèíó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñíîâàíèþ. Òàê êàê x 6 1, òî

âòîðàÿ ïðÿìàÿ (è òðåòüÿ â ñèëó ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà) ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè
b

a
6 1, ÷òî

ðàâíîñèëüíî α > 60◦ (èëè æå sin α
2
> 1

2
).

Òàêèì îáðàçîì, òðè ïðÿìûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, ñóùåñòâóþò ïðè
α > 2 arcsin(

√
2− 1).

5. Ìàëüâèíà è Áóðàòèíî èãðàþò ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: Ìàëüâèíà çàïèñûâàåò íà äîñêå â ðÿä
øåñòü ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, à Áóðàòèíî ïðèäóìûâàåò äëÿ íèõ ñâîè ÷åòûðå ÷èñëà x1, x2, x3, x4 è ïîä
êàæäûì ÷èñëîì Ìàëüâèíû ïèøåò ñîîòâåòñòâåííî êàêóþ-ëèáî èç ñóìì x1 + x2, x1 + x3, x1 + x4,
x2 + x3, x2 + x4, x3 + x4 (êàæäóþ ïî ðàçó), ïîñëå ÷åãî çà êàæäóþ ñóììó, ðàâíóþ ñòîÿùåìó íàä
íåé ÷èñëó, Áóðàòèíî ïîëó÷àåò ïî 3 ÿáëîêà, à çà á�îëüøóþ åãî � ïî 1 ÿáëîêó. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ÿáëîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü Áóðàòèíî?

Îòâåò: 14.

Ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ìàëüâèíà íàïèñàëà ÷èñëà a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6. Åñëè Áóðàòèíî
ïðèäóìàåò ÷èñëà x1 = (a1 + a2 − a3)/2, x2 = (a1 + a3 − a2)/2, x3 = (a2 + a3 − a1)/2, x4 = a4 − x3,
òî, íàïèñàâ x1 + x2 = a1 ïîä a1, x1 + x3 = a2 ïîä a2, x2 + x3 = a3 ïîä a1, x3 + x4 = a4 ïîä a4,
x1 + x4 > a4 > a5 ïîä a5 è x2 + x4 > a4 > a6 ïîä a6, îí ïîëó÷èò 14 ÿáëîê.
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×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå 14 ÿáëîê, Áóðàòèíî äîëæåí îáåñïå÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå 5 ðàâåíñòâ, ÷òî
íå âñåãäà âîçìîæíî: ñðåäè ëþáûõ 5 ñóìì, ñîñòàâëÿåìûõ Áóðàòèíî, åñòü òàêèå 4, ÷òî ñóììà äâóõ
èç íèõ ðàâíà ñóììå äâóõ äðóãèõ. Ïîýòîìó åñëè Ìàëüâèíà íàïèøåò òàêèå 6 ÷èñåë, ÷òî ñóììà
íèêàêèõ äâóõ èç íèõ íå ðàâíà ñóììå äâóõ äðóãèõ (íàïðèìåð, 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000),
òî Áóðàòèíî íå ñìîæåò ïîëó÷èòü 15 èëè áîëüøå ÿáëîê.

6. Íàéäèòå âñå ÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà abcd (ãäå a, b, c, d � öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè), êàæäîå
èç êîòîðûõ ñëóæèò äåëèòåëåì õîòÿ áû îäíîãî èç òðåõ îáðàçîâàííûõ ïî íåìó ÷åòûð¼õçíà÷íûõ
÷èñåë bcda, cdab, dabc.

Îòâåò: Âñå ÷èñëà âèäà abab, ãäå a è b � ëþáûå öèôðû, êðîìå íóëÿ (òàêèõ ÷èñåë 81).

Ðåøåíèå.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ k ∈ N, òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
èç ðàâåíñòâ:

(I) k · abcd = bcda; (II) k · abcd = cdab; (III) k · abcd = dabc.

Ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà abcd, bcda, abcd, dabc ÷åòûð¼õçíà÷íûå, èìååì 1 6 k 6 9 è a, b, c, d ̸= 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáåð¼ì âñå ñëó÷àè. Âû÷èòàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (I) ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà 10 · abcd = abcd0, ïîëó÷àåì

(10− k)abcd = 9999a. (2)

Ïîñêîëüêó 9999 = 32 · 11 · 101, îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî 101 è â ñèëó

îãðàíè÷åíèé 1 6 10− k 6 9 ïîëó÷àåì abcd ··· 101 ⇔ ab = cd. Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (2) íà 101:

(10− k)ab = 99a.

Òåïåðü ó÷ò¼ì, ÷òî îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äåëÿòñÿ íà 11 è, îïÿòü æå â ñèëó íåðàâåíñòâ

1 6 10− k 6 9 ïîëó÷èì ab ··· 11 ⇔ a = b. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (I) ÿâëÿþòñÿ
â òî÷íîñòè âñå ÷èñëà âèäà aaaa (ïðè k = 1).

Óðàâíåíèå (II) âû÷òåì èç ðàâåíñòâà 100 · abcd = abcd00. Ïîëó÷èì

(100− k)abcd = ab · 9999. (3)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (I) èìååì abcd ··· 101 ⇔ ab = cd. Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (3) íà 101:

(100− k)ab = ab · 99.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (II) ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ÷èñëà âèäà abab (ïðè k = 1).

Óðàâíåíèå (III) âû÷òåì èç ðàâåíñòâà 1000 · abcd = abcd000. Ïîëó÷èì

(1000− k)abcd = abc · 9999. (4)

Ïðè 1 6 k 6 9 èìååì ÍÎÄ(101, (1000 − k)) = 1 ⇒ abcd ··· 101 ⇔ ab = cd. Ðàçäåëèì
óðàâíåíèå (4) íà 101:

(1000− k)ab = aba · 99.

Äàëåå, ïðè 1 6 k 6 9 èìååì ÍÎÄ(11, (1000 − k)) = 1 ⇒ ab ··· 11 ⇔ a = b. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (III) ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè âñå ÷èñëà âèäà aaaa (ïðè k = 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (I), (III) ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (II).
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7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå

[x]2 + 2012x+ a = 0

(ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x) èìååò íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé? Êàêîâî ýòî êîëè÷åñòâî?

Îòâåò: 89 ðåøåíèé ïðè 10062 − 2012 < a 6 10062 − 1936.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì [x] = k. Óðàâíåíèå çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìûx = −k2 + a

2012
,

k 6 x < k + 1, k ∈ Z,

à ñàìà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
k2 + 2012k + a 6 0,

k2 + 2012k + a+ 2012 > 0,

èìååò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [−1006−
√
10062 − a;−1006+

√
10062 − a] ïðè

óñëîâèè a 6 10062.

Ðåøåíèåì âòîðîãî íåðàâåíñòâà ïðè a > 10062 − 2012 áóäåò âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ, à ïðè
a 6 10062 − 2012 � ìíîæåñòâî
(−∞;−1006−

√
10062 − 2012− a) ∪ (−1006−

√
10062 − 2012− a; +∞).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáðàçóþò:

ïðè 10062 − 2012 < a 6 10062 � îòðåçîê [−1006−
√
10062 − a;−1006 +

√
10062 − a];

ïðè a 6 10062 − 2012 � ìíîæåñòâî
[−1006−

√
10062 − a;−1006−

√
10062 − 2012− a)∪(−1006−

√
10062 − 2012− a;−1006+

√
10062 − a].

Ñóììàðíàÿ äëèíà ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

2(
√
10062 − 2012− a−

√
10062 − a =

4024√
10062 − 2012− a+

√
10062 − a

è îíà ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè a.

Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïðè a > 10062 − 2012. Ïàðàìåòð ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = 10062 − 2012 + b, b > 0. Ðåøåíèÿ îáðàçóþò îòðåçîê
[−1006−

√
2012− b;−1006 +

√
2012− b] è ÷åì ìåíüøå b, òåì ýòîò îòðåçîê áîëüøå.

Òàê êàê 442 = 1936 < 2012 < 2025 = 452, òî êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê íà ýòîì îòðåçêå ìàê-
ñèìàëüíî ïðè

√
2012− b > 44 ⇔ b 6 76 (b > 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 10062 − 2012 < a 6

10062 − 1936 êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ðàâíî êîëè÷åñòâó öåëûõ òî÷åê íà îòðåçêå
[−1006− 44;−1006 + 44], ò.å. 89.

Ïðè a = 10062 − 2012 èç ðåøåíèÿ ïðîïàäàåò òî÷êà k = −1006. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè a
íîâûå öåëûå òî÷êè −1006± 45 â ìíîæåñòâå
[−1006−

√
10062 − a;−1006−

√
10062 − 2012− a)∪(−1006−

√
10062 − 2012− a;−1006+

√
10062 − a]

âïåðâûå ïîÿâÿòñÿ ïðè a = 10062− 452 = 10062− 2025. Íî ïðè ýòîì èç ðåøåíèÿ íàäî èñêëþ÷èòü
öåëûå òî÷êè, ëåæàùèå íà îòðåçêå [−1006 −

√
10062 − 2012− a;−1006 +

√
10062 − 2012− a] =

[−1006 −
√
13;−1006 +

√
13], ò.å. 7 òî÷åê: −1006; −1006 ± 1; −1006 ± 2; −1006 ± 3. Òàê êàê

ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè a ñóììàðíàÿ äëèíà ìíîæåñòâà ðåøåíèé óìåíüøàåòñÿ, òî è
êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê òîæå áóäå óìåíüøàòüñÿ.
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8. Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå íàéäèòå äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó òî÷êàìè (0; 1; 2) è
(22; 4; 2) ïî ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, îãðàíè÷åííîãî ïëîñêîñòÿìè x = 22,
y = 5, z = 4 è òðåìÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.

Îòâåò:
√
657.

Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè êîíôèãóðàöèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè π(x; y; 2) (ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè K è L ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèþ ABCD) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü ïðî-
õîäèò íå âûøå ïëîñêîñòè π è òåì ñàìûì íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ âåðõíèì îñíîâàíèåì A′B′C ′D′.

Äàëåå, åñëè ïóòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè îñíîâàíèÿ ABCD, òî åãî äëèíà íå ìåíü-
øå äëèíû åãî ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ, òî åñòü ïîëîâèíû ïåðèìåòðà ABCD, ðàâíîé
(22 + 5) = 27. Ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì ïóòè KL, ëåæàùåì â ïëîñêîñòè π.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç ãðàíü ABCD. Ïîñêîëüêó êðàò÷àéøèé
ïóòü íå äîëæåí çàõîäèòü äâàæäû íà îäíó è òó æå ãðàíü, èìåþòñÿ òðè âîçìîæíûå ðàçâåðòêè:

224 4

5

A′

D′

A

D

B

C

B′

C ′

K

Lr
r

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì KL =
√

(2 + 22 + 2)2 + (5− 1− 1)2 =
√
262 + 32 =

√
685.

224

4

5

5

A′

D′

A

D

D′

B

C

C ′

B

B′

K

L

r

r

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì KL =
√

(2 + 22 + 1)2 + (4 + 2)2 =
√
252 + 62 =

√
661.

225

4

55

4

A
B

BC

D

D

A′ B′

B′C ′

D′

D′

K

L

r

r

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì KL =
√

(1 + 22 + 1)2 + (2 + 5 + 2)2 =
√
242 + 92 =

√
657.

Ïîñêîëüêó 27 >
√
685 >

√
661 >

√
657, ïîëó÷àåì îòâåò

√
657.

9. Â êëàññå, ñîñòîÿùåì èç 21 ó÷åíèêà, ëþáûå òðè ó÷åíèêà ðîâíî îäèí ðàç äåëàëè âìåñòå äîìàøíåå
çàäàíèå, ïðè÷åì ëèáî ïî ìàòåìàòèêå, ëèáî ïî ðóññêîìó ÿçûêó. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî â
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ýòîì êëàññå ñóùåñòâóåò ÷åòâ¼ðêà ó÷åíèêîâ, ëþáûå òðîå èç êîòîðûõ äåëàëè âìåñòå äîìàøíåå
çàäàíèå ïî îäíîìó è òîìó æå ïðåäìåòó?

Îòâåò: Ìîæíî

Ðåøåíèå. Îòäåëèì îò ãðóïïû èç 21 ÷åëîâåêà îäíîãî (ïðèñâîèì åìó íîìåð 0), à äëÿ îñòàëüíûõ
20 ÷åëîâåê íàðèñóåì ãðàô, â êîòîðîì êàæäîìó ÷åëîâåêó ñîîòâåòñòâóþò ñâîÿ âåðøèíà è íîìåð
îò 1 äî 20. Ñîåäèíèì ð¼áðàìè òå è òîëüêî òå ïàðû âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ òðîéêà, èç äâóõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âåðøèíàì ëþäåé è ÷åëîâåêà íîìåð 0 âìåñòå äåëàëè ìàòåìàòèêó.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ãðàôå ëèáî íàéäåòñÿ ÷åòâåðêà âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûõ ðåáðàìè,
ëèáî ÷åòâ¼ðêà âåðøèí, ïîïàðíî íå ñîåäèí¼ííûõ ðåáðàìè. Âåðøèíà íîìåð 1 íàøåãî ãðàôà ëèáî
ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ 10 äðóãèìè âåðøèíàìè, ëèáî íå ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ 10 äðóãèìè âåðøè-
íàìè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî ïåðâîå.

Ðàññìîòðèì ïîäãðàô íàøåãî ãðàôà, îáðàçîâàííûé ýòèìè 10 âåðøèíàìè. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ âåðøèíó ýòîãî ïîäãðàôà (ïóñòü îíà èìååò íîìåð k). Îíà ëèáî èìååò îáùèå ð¼áðà ñ ÷å-
òûðüìÿ äðóãèìè âåðøèíàìè ïîäãðàôà (íàçîâåì èõ m, n, è q), ëèáî íå èìååò îáùèõ ðåáåð ñ á
äðóãèìè âåðøèíàìè ïîäãðàôà.

Â ïåðâîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ëèáî ÷åòâåðêà âåðøèí ñ íîìåðàìè m, n, p è q ïîïàðíî íå ñîåäèíåíà
ðåáðàìè, ëèáî äâå èç íèõ, íàïðèìåð m è n, ñîåäèíåíû ðåáðîì � è òîãäà ÷åòâ¼ðêà âåðøèí ñ
íîìåðàìè 1, k, m è n ïîïàðíî ñîåäèíåíà ðåáðàìè.

Âî âòîðîì æå èç ñëó÷àåâ ìû ïîëó÷àåì 6-âåðøèííûé ïîäãðàô íàøåãî (10-âåðøèííîãî) ïîäãðàôà
â êîòîðîì, êàê èçâåñòíî, âñåãäà ëèáî íàéäóòñÿ òðè ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè âåðøèíû a,
b è c � è òîãäà ÷åòâåðêà, âåðøèí ñ íîìåðàìè 1, a, b è c ïîïàðíî ñîåäèíåíà ðåáðàìè, ëèáî òðè
ïîïàðíî íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðàìè âåðøèíû a, b è c � è òîãäà ÷åòâåðêà âåðøèí ñ íîìåðàìè k, ,
è c ïîïàðíî íå ñîåäèíåíà ðåáðàìè.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøëàñü ÷åòâåðêà ëþäåé ñ íîìåðàìè K, L,M èN
÷åòûð¼õ âåðøèí ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûõ ðåáðàìè. Ëèáî ñðåäè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âåðøèíàì
ëþäåé íàéä¼òñÿ òðîéêà, äåëàâøàÿ âìåñòå ìàòåìàòèêó � è òîãäà âìåñòå ñ ÷åëîâåêîì íîìåð 0 îíè
îáðàçóþò èñêîìóþ ÷åòâåðêó (äåëàâøóþ ïî òðîå ìàòåìàòèêó), ëèáî òàêîé òðîéêè íå íàéä¼òñÿ
� è òîãäà èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ñàìà ÷åòâ¼ðêà ëþäåé ñ íîìåðàìè K, L, M è N (äåëàâøèå ïî òðîå
ðóññêèé ÿçûê).
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