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Âàðèàíèòû H-11, U-061. H-11. Ïóñòü x � ñòîèìîñòü ìèêðîñêîïà, y � ñòîèìîñòü òåëåñêîïà, z � ñòîèìîñòüýïèäèàñêîïà, òîãäà 5x + 4y + z = 140, 6x + 5y + z = 167. Âû÷òÿ èç óòðîåííîãî ïåðâîãîðàâåíñòâà óäâîåííîå âòîðîå, ïîëó÷àåì, ÷òî 3x + 2y + z = 86. Îòâåò: 86 òûñÿ÷ ðóáëåé.U-06. 4x + 5y + z = 112, 3x + 4y + z = 92. Èç óòðîåííîãî âòîðîãî âû÷èòàåì óäâîåííîåïåðâîå, ïîëó÷àåì: x + 2y + z = 52. Îòâåò: 52 òûñÿ÷è ðóáëåé.Êðèòåðèè.Àðè�ìåíòè÷åñêà îøèáêà � íå áîëåå ±.�àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé � íå áîëåå ∓.2. H-11. Äåëàåì çàìåíó t = x − 1, ïåðåíîñèì arcsin: arccos(4t2 − 1) < −2 arcsin t. Ïîëî-æèòåëüíûåí t, ïðèíàäëåæàùèå îäç, íåðàâåíñòâó íå óäîâëåòâîðÿþò (ñëåâà íåîòðèöàòåëüíàÿâåëè÷èíà, ñïðàâà îòðèöàòåëüíàÿ). Ïðè íåïîëîæèòåëüíûõ t, ïðèíàäëåæàùèõ îäç, îáå ÷àñòèëåæàò â îòðåçêå [0;π], ãäå cos óáûâàåò, îòêóäà, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà îäç, ïîëó÷àåì:
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3.Êðèòåðèè.Âåðíî íàéäåíû îáå òî÷êè � íå ìåíåå ±.Àðè�ìåòè÷åñêàÿ îøèáêà � íå áîëåå ±.Ïîòåðÿ îäíîé òî÷êè � íå áîëåå ±.4. H-11. Èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëü-íûìè x. Òàê êàê |a|+|b| > a−b, f(x)−g(x) > 6(x+1/x−2), ÷òî áîëüøå íóëÿ ïðè îòëè÷íûõ îò1 ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü x = 1 íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.Îòâåò: (1, 22).U-06. Èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîæèòåëüíûìè

x. Òàê êàê |a|+ |b| > a− b, f(x)− g(x) > 4x + 4/x− 8 = 4(x + 1/x− 2), ÷òî áîëüøå íóëÿ ïðèîòëè÷íûõ îò 1 ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü x = 1 íåïîñðåäñòâåííîéïîäñòàíîâêîé. Îòâåò: (1, 13).Êðèòåðèè.Âåðíàÿ èäåÿ � íå ìåíåå ±.Ìåëêàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ îøèáêà � + (ñ òî÷êîé).Íå íàéäåíà îðäèíàòà � + (ñ òî÷êîé).Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäîâ ê ñëåäñòâèþ íåò ïðîâåðêè äëÿ x = 1 � íå áîëåå ±.1



5. U-06. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî âûñòóïàåò ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ñóì-ìó äëèí åãî äèàãîíàëåé îáîçíà÷èì ÷åðåç d, à ïåðèìåòð ÷åðåç p1), îñòàâøèåñÿ áóäóò ïàðàë-ëåëîãðàììàìè, ïðè÷åì ïàðàëëåëîãðàììû ñ íîìåðàìè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè áóäóò ïîäîáíû:ïðè óâåëè÷åíèè èíäåêñà íà äâà ëèíåéíûå ðàçìåðû óìåíüøàþòñÿ âäâîå. Ïåðèìåòð âòîðîãî÷åòûðåõóãîëüíèêà p2 ðàâåí d. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðèìåòð 2012-ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà p2012ðàâåí d2−1005. Îòíîøåíèå p1/d ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ëèøü èç èíòåðâàëà (1; 2): çàýòîò èíòåðâàë âûëåçòè íåëüçÿ (åñëè ñëîæèòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ÷åòûðåõ ìà-ëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äèàãîíàëè äåëÿò ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî ïîëó÷èì, ÷òî
2d > p1; åñëè ñëîæèòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äå-ëèò ÷åòûðåõóãîëüíèê îäíà äèàãîíàëü, ñ äâóìÿ àíàëîãè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñäðóãîé äèàãîíàëüþ, ïîëó÷èì, ÷òî 2p1 > 2d1); âñå çíà÷åíèÿ èç ýòîãî èíòåðâàëà ïðèíèìàþòñÿ(íàïðèìåð, îò 1 äî √

2 � íà ïðÿìîóãîëüíèêàõ (âûòÿíóòûå � îêîëî 1, êâàäðàò � √
2), îò√

2 äî 2 � íà ðîìáàõ (êâàäðàò � √
2, âûòÿíóòûé � îêîëî 2)). Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâîâñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ p1/p2012 � èíòåðâàë (21005; 21006). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,÷òî 3 · 10301 < 21005. Ýòî âåðíî, òàê êàê 30 < 25, 10300 < (210)100. Îòâåò: à) íåò; á)

(21005; 21006).H-11. Àíàëîãè÷íî. Îòâåò: à) íåò; á) (2−1006; 2−1005).Êðèòåðèè à.�àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé � íå áîëåå ∓.Íåäîñòîòî÷íîå îáîñíîâàíèå � íå áîëåå ±.Êðèòåðèè á.�àññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé � íå áîëåå ∓.Íåò âåðõíåé îöåíêè � íå áîëåå ±.Íåò íèæíåé îöåíêè � íå áîëåå ±.Íåò îáîñíîâàíèÿ ðåàëèçóåìîñòè � íå áîëåå ±.Íåâàæíàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ îøèáêà � âîçìîæåí + (ñ òî÷êîé).
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�åøåíèå âàðèàíòà P − 041. Îòâåò: 30 êì.Ïóñòü x êì � äëèíà ìàðøðóòà A, v1 êì/÷ � ñêîðîñòü ïåøåõîäà ïðè ïîäú¼ìå, v2 êì/÷ � ñêîðîñòüïåøåõîäà ïðè ñïóñêå. Òîãäà 1
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. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò äâà ìàêñèìàëüíûõ ÷ëåíà, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

3 +
10

6 + a
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10

1 + a
⇒ a2 + 7a − 44 = 0 ⇒ a = −11 èëè a = 4.
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Ðåøåíèå âàðèàíòà R− 05

1. Îòâåò: −1. √
2x1006 − (x2012 + 1) > 3x1799 + 1 ⇔

√
−(x1006 − 1)2 > 3x1799 + 1.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: x = ±1. Ïðè x = 1 íåðàâåíñòâî íå
âûïîëíåíî, ïðè x = −1 � âûïîëíåíî.

2. Îòâåò:

√
15

4
.

Ïîñêîëüêó âûñîòû, ïðîâåä¼ííûå ê áîêîâûì ñòîðîíàì ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû, òî
îäíà èç âûñîò ïðîâåäåíà ê îñíîâàíèþ, à äðóãàÿ � ê âûñîòå. Åñëè âûñîòà AH ïðîâåäåíà ê îñíîâà-
íèþ △ABC, òî èç ôîðìóë äëÿ ïëîùàäè äëÿ △ABC ïîëó÷àåì, ÷òî 2SABC = AH ·BC = BO ·AC
⇒ BC = 2AC, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, AH � âûñîòà, ïðî-
âåä¼ííàÿ ê áîêîâîé ñòîðîíå BC. Òîãäà AH ·BC = BO ·AC ⇒ BC = 2AC. Òàê êàê óãîë ìåæäó

ïðÿìûìè AH è BO ðàâåí óãëó ∠ACB ìåæäó AC è BC. cos∠ACB =
OC

BC
=

1
2
AC

BC
=

1

4
, îòêóäà

sin∠ACB =

√
15

4
.

3. Îòâåò: (6, 12), (6,−12), (24, 96).

Ïóñòü Âàñÿ ïðîâîäèë îïåðàöèè ñ ÷èñëîì x, à Ïåòÿ � ñ ÷èñëîì y. Òîãäà

{
2x3 = 3y2,

|x− y| 6 100.
Èç óðàâ-

íåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî x = 3a, y = 2b, a, b ∈ Z. Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì 54a3 = 12b2 ⇔ 9a3 = 2b2,
ñëåäîâàòåëüíî, a = 2k, b = 3l, k, l ∈ Z, îòêóäà 4k3 = l2. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
k = u2, l = 2v, u, v ∈ Z, ò.å. u3 = ±v. Íåðàâåíñòâî ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ k è l ïðèìåò âèä
|6k − 6l| 6 100, ÷òî ñ ó÷¼òîì öåëî÷èñëåííîñòè k è l äà¼ò |k − l| 6 16 èëè |u2 − 2v| 6 16.
Èç íåðàâåíñòâà |u2 ± 2u3| 6 16 ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî |1 ± 2u| ∈ Z è |1 ± 2u| ̸= 0, ñëåäóåò, ÷òî
|u|2 6 4 ⇒ |u| 6 2. Èç óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî x > 0, à çíà÷èò è u > 0. Ïîñêîëüêó x è
y � ðàçëè÷íû, òî u íå ðàâíî íóëþ (èíà÷å è v ðàâíî íóëþ). x = 6u2, y = 12v. Îñòàþòñÿ ïàðû:
u = 1, v = ±1 ⇔ (x, y) = (6,±12); u = 2, v = ±8 ⇔ (x, y) = (24,±96). Íåðàâåíñòâó ñèñòåìû
óäîâëåòâîðÿþò ïàðû (x, y) = (6, 12), (x, y) = (6,−12), (x, y) = (24, 96).

4. Îòâåò:
8

27
.

Ïóñòü R � ðàäèóñ øàðà. Òîãäà îáú¼ì øàðà ðàâåí Vøàð =
4

3
πR3. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå

îòíîøåíèå îáú¼ìà êîíóñà ê îáú¼ìó ñîäåðæàùåãî åãî øàðà ìîæåò áûòü, åñëè êîíóñ âïèñàí â

øàð. Îáú¼ì êîíóñà, âïèñàííîãî â øàð, ðàâåí Vêîí =
1

3
·Sîñí ·h, ãäå îñíîâàíèÿ åñòü êðóã ðàäèóñà

r =
√
R2 − x2, x � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà øàðà äî îñíîâàíèÿ êîíóñà. Òàêèì îáðàçîì îáú¼ì

êîíóñà ðàâåí Vêîí =
π

3
(R2 − x2)(R + x) =

π

3
(R3 +R2x−Rx2 − x3).

Îòíîøåíèå îáú¼ìà âïèñàííîãî êîíóñà ê îáú¼ìó øàðà
Vêîí
Vøàð

=
R3 +R2x−Rx2 − x3

4R3
ïðèíèìàåò

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, åñëè ôóíêöèÿ f(x) = R3+R2x−Rx2−x3 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Ïîñêîëüêó f ′(x) = R2 − 2Rx − 3x3 = 0 ⇔ x ∈ {R
3
,−R}, R

3
� òî÷êà ìàêñèìóìà, òî ïðè x =

R

3

ïîëó÷àåì, ÷òî
Vêîí
Vøàð

=
8

27
.

5. Îòâåò:
(
−1

2
, 3
)
,
(
3,−1

2

)
.

1



Åñëè xy > 0, òî
|xy|
xy

= 1 è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå ìåíüøå 1, à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

îòðèöàòåëüíà. Åñëè xy < 0, òî
|xy|
xy

= −1 è óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
1− x− y − xy = 0,

2x2y2 − 2x2y − 2xy2 + 2xy − 9 = 0
⇔

{
x+ y = 1− xy,

2xy(xy − x− y + 1) = 9
⇔

{
x+ y = 1− xy = 0,

4(xy)2 = 9.

Ïðè xy < 0 ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå


xy = −3

2
,

x+ y =
5

2
,
êîòîðîå èìååò ðåøåíèÿ

(
−1

2
, 3
)
,

(
3,−1

2

)
.

2


