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Çàî÷íûé òóð, óñëîâèÿ, îòâåòû è ðåøåíèÿ

1. Ìîðñêàÿ âîäà ñîäåðæèò 5% ñîëè (ïî ìàññå). Ñêîëüêî ÷èñòîé âîäû íóæíî äî-
áàâèòü â 30êã ìîðñêîé âîäû, ÷òîáû ñîäåðæàíèå ñîëè ñòàëî ðàâíûì 1,5%?

ÎÒÂÅÒ. 70 êã ÷èñòîé âîäû.
ÐÅØÅÍÈÅ. Â 30êã ìîðñêîé ñîëè èìååòñÿ 0, 05 · 30 = 1, 5êã ñîëè. Ñòîëüêî ñîëè ñîäåðæèòñÿ â

100êã ïîëóòîðàïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà. Çíà÷èò, ñëåäóåò äîáàâèòü 70 êèëîãðàììîâ.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó 
x2 − 2y + 2 = 0

y2 + 4z + 3 = 0

z2 + 4x+ 4 = 0.

ÎÒÂÅÒ. Íåò ðåøåíèé.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ñëîæèâ âñå òðè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì (x+2)2+(y−1)2+(z+2)2 = 0. Ýòî âîçìîæíî,

òîëüêî åñëè x = −2, y = 1, z = −2. Îäíàêî ýòè çíà÷åíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì
óðàâíåíèÿì.

3. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD c îñíîâàíèÿìè AB = p è CD = q îêðóæíîñòè,
âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ACD è ACB, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. ×åìó ðàâíî AD?

ÎÒÂÅÒ. AD = (p+ q)/2.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü AD = BC = x, AC = d, M � îáùàÿ òî÷êà ïðÿìîé AD è îêðóæíîñòåé,

âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ACD è ACB.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, AM = (x+ d− q)/2; ñ äðóãîé ñòîðîíû, AM = (p+ d− x)/2. Ïðèðàâíèâàÿ,

ïîëó÷àåì x = (p+ q)/2.

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

|x1 − x2|+ |x2 − x3|+ . . .+ |x2010 − x2011|+ |x2011 − x1|

ïðè x1, . . . , x2011 ∈ [0; 1].
ÎÒÂÅÒ. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâíî 2010.
ÐÅØÅÍÈÅ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëà a, b, c ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ,

ñóììà |a− b|+ |b− c| ðàâíà |a− c|. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà x1, x2, ..., x2011 ïî êðóãó. Âñåãî ïðîìåæóò-
êîâ ìåæäó ÷èñëàìè áóäåò 2011 (íå÷åòíîå ÷èñëî!), à çíà÷èò, ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ íå ìîãóò
÷åðåäîâàòüñÿ ñ ïðîìåæóòêàìè óáûâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàêîãî-òî j áóäåò xj−1 < xj < xj+1

èëè xj−1 > xj > xj+1 (x2012 = x1, x0 = x2011). Óáåðåì xj èç ñïèñêà ïåðåìåííûõ, çàìåíèâ ñóììó
|xj−1 − xj|+ |xj − xj+1| íà |xj−1 − xj+1|.

Îñòàíåòñÿ 2010 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1. Â òî æå âðåìÿ âñå ìîãóò
áûòü ðàâíû åäèíèöå, åñëè ñðåäè îñòàâøèõñÿ 2010 ïåðåìåííûõ ÷åðåäóþòñÿ çíà÷åíèÿ 0 è 1.

5. Ïî øîññå â îäíó ñòîðîíó ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè äâèæóòñÿ àâòîìîáèëü è
ìîòîöèêëèñò, à íàâñòðå÷ó èì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èäåò ïåøåõîä. Êîãäà àâòî-
ìîáèëü è ìîòîöèêëèñò áûëè â îäíîé òî÷êå, äî ïåøåõîäà áûëî 30êì. Êîãäà àâòîìî-
áèëü è ïåøåõîä âñòðåòèëèñü, ìîòîöèêëèñò îòñòàë îò àâòîìîáèëÿ íà 5êì. Íà ñêîëüêî
êèëîìåòðîâ îáîãíàë àâòîìîáèëü ìîòîöèêëèñòà íà ìîìåíò âñòðå÷è ìîòîöèêëèñòà è
ïåøåõîäà?

ÎÒÂÅÒ. Íà 6 êèëîìåòðîâ.
ÐÅØÅÍÈÅ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåøåõîä íåïîäâèæåí, èçìåðÿÿ âñå ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî íåãî.

Ïóñòü ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ va, à ìîòîöèêëèñòà vm. Ïóñòü âðåìÿ îò âñòðå÷è àâòîìîáèëÿ è ìîòî-
öèêëà äî âñòðå÷è àâòîìîáèëÿ è ïåøåõîäà (ïåðâûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè â çàäà÷å) ðàâíî t1; òîãäà
vat1 = 30, vmt1 = 25. Ïóñòü âðåìÿ îò âñòðå÷è àâòîìîáèëÿ è ïåøåõîäà äî âñòðå÷è ìîòîöèêëèñòà
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è ïåøåõîäà ðàâíî t2; òîãäà vmt2 = 5, vat2 = x, ãäå x � èñêîìîå ðàññòîÿíèå. Îòñþäà ëåãêî íàéòè,
÷òî x = 6.

6. Ïóñòü m
n
� ïîëîæèòåëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, è èçâåñòíî, ÷òî äðîáü 4m+3n

5m+2n

ñîêðàòèìà. Íà êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îíà ñîêðàòèìà?
ÎÒÂÅÒ. Íà 7.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü a = 4m + 3n, b = 5m + 2n, è ïóñòü d � îáùèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü a è b.

Çàìåòèì, ÷òî òîãäà d äåëèò 5a − 4b = 7n è 3b − 2a = 7m. Ïîñêîëüêó m è n âçàèìíî ïðîñòû, d
äîëæíî áûòü äåëèòåëåì 7. Â òî æå âðåìÿ, ïðè m = n = 1 ïîëó÷àåì äðîáü a/b = 7/7, êîòîðàÿ
ñîêðàòèìà íà 7.

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3
√
15x+ 1− x2 + 3

√
x2 − 15x+ 27 = 4.

ÎÒÂÅÒ. x = 0; 2; 13; 15.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïåðâàÿ ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà: u = 3

√
15x+ 1− x2, v = 3

√
x2 − 15x+ 27 ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé u + v = 4, u3 + v3 = 28. Âòîðàÿ ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà: a = uv, b = u + v
ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ a = 3, b = 4. Îòñþäà ïîëó÷àåì u = 1, v = 3 (èëè u = 3, v = 1). Ðåøàÿ
óðàâíåíèÿ 3

√
x2 − 15x+ 27 = 1 è 3

√
x2 − 15x+ 27 = 3, ïîëó÷àåì 4 çíà÷åíèÿ x.

8. Äàí ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê A1A2A3A4A5A6 ñî ñòîðîíîé a. Êàêîâî íàèìåíü-
øåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ðàññòîÿíèé A1M +A2M +A3M +A4M +A5M +A6M îò
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè M äî âåðøèí ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà?

ÎÒÂÅÒ. min(A1M + A2M + A3M + A4M + A5M + A6M) = 6a
ÐÅØÅÍÈÅ. Çàìåòèì, ÷òî A1M +A4M > A1A4 = 2a, A2M +A5M > 2a, A3M +A6M > 2a. Â òî

æå âðåìÿ åñëè M � öåíòð øåñòèóãîëüíèêà, òî A1M +A2M +A3M +A4M +A5M +A6M = 6a.

9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : R → R õîðîøàÿ, åñëè äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: �êàêèå áû íè áûëè ÷èñëà a è b è êàêîå áû íè áûëî ÷èñëî
y, ðàñïîëîæåííîå ìåæäó f(a) è f(b), íàéäåòñÿ ÷èñëî x ìåæäó a è b, òàêîå ÷òî f(x) = y�.
Íàéäèòå âñå õîðîøèå ôóíêöèè f : R→ R, òàêèå ÷òî f(f(x)) = −x2011 ïðè âñåõ x.

ÎÒÂÅÒ. Òàêèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü f � èñêîìàÿ. Èç óñëîâèÿ f(f(x)) = −x2011 ñëåäóåò, ÷òî f èíúåêöèÿ. Èíúåê-

öèÿ, ïðèíèìàþùàÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, îáÿçàíà áûòü ñòðîãî ìîíîòîííîé. Êîìïîçèöèÿ
äâóõ ôóíêöèé îäèíàêîâîãî õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. −x2011 � ñòðîãî
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.

10. Ó Þëè åñòü 12 êàðàíäàøåé ðàçíîé äëèíû. Îíà óêëàäûâàåò èõ â êîðîáêó â
äâà ñëîÿ òàê, ÷òî â êàæäîì ñëîå êàðàíäàøè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ äëèíû
(åñëè ñ÷èòàòü èõ ñëåâà íàïðàâî) è êàæäûé êàðàíäàø â âåðõíåì ñëîå êîðî÷å òîãî
êàðàíäàøà â íèæíåì ñëîå, íà êîòîðîì îí ëåæèò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Þëÿ ìîæåò
óëîæèòü êàðàíäàøè â êîðîáêó?

ÎÒÂÅÒ. 132 ñïîñîáà.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïðåäñòàâèì ñåáå îáùóþ ñèòóàöèþ: â íèæíåì ñëîå âïëîòíóþ ñïðàâà óæå ëåæàò k

óïîðÿäî÷åííûõ íóæíûì îáðàçîì êàðàíäàøåé, è òðåáóåòñÿ îïðåëèòü ÷èñëî ñïîñîáîâ äîñòàâèòü
m êàðàíäàøåé â íèæíèé è m + k êàðàíäàøåé â âåðõíèé ðÿä òàê, ÷òîáû óñëîâèå íà äëèíû
ñîáëþäàëîñü. Ìû îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî akm è âûðàçèì åãî ðåêóððåíòíî. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû: akm = ak−1

m + ak+1
m−1 åñëè m > 1, k > 0; a0m = a0m−1 + a2m−2; a

k
1 = ak1 + 1

(êðàåâîé ýôôåêò). Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò äèíàìè÷åñêè îïðåäåëèòü èñêîìîå ÷èñëî a012:
k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 . . .

m = 1 1 2 3 4 5 6 ...
m = 2 2 5 9 14 20 ...
m = 3 5 14 28 48 ...
m = 4 14 42 90 ...
m = 5 42 132 ...
m = 6 132 ...
. . . ...


